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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Данное учебное пособие написано в соответствии с типовой и рабочей 
программами дисциплин «Информатика» для студентов первого и второго кур-
сов машиностроительных специальностей всех форм обучения. 

Изучение дисциплины «Информатика» дает возможность решения боль-
шого спектра задач в области сбора, накопления, передачи, обмена и обработки 
информации. При этом основной акцент делается на необходимость использо-
вания средств вычислительной техники. 

Информатика является одной из базовых дисциплин кафедры «Технология 
машиностроения» и необходима для изучения таких специальных дисциплин, 
как, например, «Основы технологии машиностроения», «Технология машино-
строения», «Автоматизация производственных процессов в машиностроении», 
«Компьютерное обеспечение машиностроительного производства» и др.  

Как показывает многолетняя практика, у многих студентов возникают оп-
ределённые трудности в понимании ряда теоретических вопросов дисциплины. 
Это вопросы связанные с построением алгоритмических структур решения тех-
нологических задач (правила построения) и реализации с помощью ЭВМ ряда 
численных методов нахождения приближенных значений выходных парамет-
ров технологических систем с заданной точностью при решении машинострои-
тельных задач. 

Учитывая вышесказанное, работа студентов с этим пособием позволит 
снять обозначенные трудности и дать четкое представление о правилах алго-
ритмизации и практической реализации методов нахождения выходных пара-
метров технологических систем с нелинейной и линейной характеристиками, 
численного интегрирования и дифференцирования, оптимизации и аппрокси-
мации этих параметров в задачах машиностроения с применением интегриро-
ванной среды программирования TURBO PASCAL 7.0. 
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1.  АЛГОРИТМИЗАЦИЯ  ЗАДАЧ МАШИНОСТРОЕНИЯ 
 
 

1.1. Алгоритм и его свойства 
 
Алгоритм – это точное предписание, определяющее вычислительный про-

цесс, ведущий от варьируемых начальных данных к искомому результату. 
Алгоритм должен содержать конечную последовательность шагов или 

операций, однозначно определяющих процесс переработки исходных и проме-
жуточных данных в искомый  результат. 

При разработке алгоритма решения той или иной задачи необходимо учи-
тывать обеспечения этим алгоритмам следующих свойств: 

- определенность; 
- результативность; 
- массовость; 
- дискретность. 
Определенность – это свойство алгоритма, обеспечивающее его однознач-

ность, исключение произвольности толкования любого из предписаний и за-
данного порядка исполнения. 

Результативность – это свойство алгоритма, обеспечение которого позво-
лит через определенное число шагов получить конечный результат или сооб-
щение о невозможности по тем или иным причинам решения поставленной за-
дачи. 

Массовость – это свойство алгоритма, обеспечивающее возможность ис-
пользования этого алгоритма для решения n-го количества типовых задач. 

Дискретность – это свойство алгоритма, обеспечивающее возможность 
разбиения вычислительного процесса на отдельные самостоятельные этапы. 

Алгоритм может быть представлен в описательном виде (на словах) или с 
помощью зарезервированных графических символов: данных, процесса, линий, 
специальных основных и специфических. 

 
 

1.2. Графические символы, используемые для построения  
алгоритмических структур 

 
Для построения алгоритмов можно использовать следующие графические 

символы, представленные в таблице 1.1. 
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. . . 

Таблица 1.1 
Символы языка графических символов 

№п/п Наименование символа Обозначение символа 

1 2 3 

1 Данные (основной символ данных)  

2 Запоминаемые данные (основной символ данных)  

3 Запоминающее устройство с последовательной выборкой 
(специфический символ данных) 

 
. . . 

4 Запоминающее устройство с прямым доступом (специ-
фический символ данных) 
 

  

5 Документ (специфический символ данных)  

6 Ручной ввод (специфический символ данных)  

7 Дисплей (специфический символ данных)  

8 Процесс (основной символ процесса)   

9 Подготовка (специфический символ процесса)   

10 Решение (специфический символ процесса)  
. . . 

11 Линия (основной символ линий)  

12 Пунктирная линия (специфический символ линий)  

13 Соединитель (специальный символ)  
… 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 
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Окончание табл. 1.1 

 
Графический символ «Данные» отображает данные, носитель которых  не 

определен. В этот графический символ вписываются, например, имена пере-
менных входных данных при вводе или имена переменных выходных данных 
при выводе. 

Графический символ «Запоминаемые данные» отображает хранимые дан-
ные в виде, пригодном для обработки, носитель данных не определен. 

Графический символ «Запоминающее устройство с последовательной вы-
боркой» отображает данные, хранящиеся в запоминающем устройстве с после-
довательным доступом (магнитная лента, кассета с магнитной лентой, магни-
тофонная кассета). 

Графический символ «Запоминающее устройство с прямым доступом» 
отображает данные хранящиеся в запоминающем устройстве с прямым досту-
пом (магнитный диск, магнитный барабан, гибкий магнитный диск). 

Графический символ «Документ» отображает данные, представленные на 
носителе в удобочитаемом виде (микрофильм, рулон ленты с итоговыми дан-
ными, бланки ввода данных). 

Графический символ «Ручной ввод» отображает данные, вводимые вруч-
ную во время обработки с устройства любого типа (клавиатура). 

Графический символ «Дисплей» отображает данные (входные или выход-
ные), представленные в человекочитаемой форме на носителе в виде отобра-
жающего устройства (экран). 

Графический символ «Процесс» отображает функцию обработки данных 
любого вида. В этот графический символ, например, может быть вписана рас-
четная зависимость (формула). 

Графический символ «Подготовка» используется в алгоритмических 
структурах повторения (цикла) и указывает на начало цикла. В этот графиче-
ский символ вписывается имя переменной параметра цикла, который будет из-

1 2 3 

14 Терминатор (специальный символ)  

15 Комментарий (специальный символ)  
 

Примечание: полный список графических символов представлен в ГОСТ 19.701-90 
(ИСО 5807-85) ЕСПД. Схемы алгоритмов, программ, данных и систем. Условные обозначе-
ния и правила выполнения 

… 

… 
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меняться с шагом приращения равным «+ 1» или «– 1», начальное и конечное 
значение параметра цикла. Например: К = 12; 30, где К – имя переменной пара-
метра цикла, а цифры 12 и 30, соответственно, начальное и конечное значение 
параметра цикла. С учетом того, что начальное значение параметра цикла 
меньше конечного, К будет принимать значения от 12 до 30 с шагом прираще-
ния «+ 1»: К = 12; 13; 14; 15, …, 30.  

Графический символ «Решение» отображает решение, имеющее один вход 
и несколько альтернативных выходов, один и только – один из которых может 
быть активизирован после вычисления условий, определенных внутри этого 
символа. Условия могут быть представлены в виде ограничений равенств или 
ограничений неравенств. Символ используют для построения структур ветвле-
ния и повторения (цикла). 

Графический символ «Линия» отображает поток данных или управления. 
Соединяет между собой другие графические символы. 

Графический символ «Пунктирная линия» отображает альтернативную 
связь между двумя или более символами. 

Графический символ «Соединитель» отображает выход в часть схемы и 
вход  из другой части этой схемы и используется для обрыва линии и продол-
жения ее в другом месте. Соответствующие символы – соединители должны 
содержать одно и то же уникальное обозначение (цифра, буква, буквенно-
цифровое значение). 

Графический символ «Терминатор» отображает выход во внешнюю среду 
и вход из внешней среды (начало или конец алгоритма, пуск или останов).  
В случае выхода во внешнюю среду в этот символ вписывается слово «Конец», 
а в случае входа из внешней среды – «Начало». 

Графический символ «Комментарий» используется для добавления описа-
тельных комментариев или пояснительных записей в целях объяснения или 
примечаний. Пунктирные линии в символе комментария связаны с соответст-
вующим символом или могут обводить группу символов. Текст комментариев 
или примечаний должен быть помещен около ограничивающей фигуры. 

Кроме отдельно взятых графических символов (см. табл. 1.1), для построе-
ния алгоритмических структур используются блочные символы в виде базовых 
управляющих конструкций (рис. 1.1). 
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                    Да Нет 
 
 
 
 
 
 
 
     б) 

 
                      a) 

 
 
 
 
 

 Нет 
 
 

     Да 
 
 
 
 
 
     в) 
 

Рис. 1.1. Базовые управляющие конструкции:  
а, б, в – соответственно следования, ветвления, повторения 

 
 
 

1.3. Разновидности алгоритмических структур для решения  
задач машиностроения 

  
Типовыми для решения задач, в том числе и задач машиностроения, явля-

ются алгоритмические структуры, такие как: 
– алгоритм линейной структуры; 
– алгоритм разветвленной структуры; 
– алгоритм циклической структуры (с вложениями и без вложений); 
– алгоритм итерационного цикла. 
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Ввод 
A 

Ввод 
B 

 

Ввод 
Н 

Ввод 
S 

M = V · S 

Ввод 
М 

Конец 

Начало 

Алгоритм линейной структуры – это точное предписание, определяющее 
вычислительный процесс, в котором все действия от ввода варьируемых на-
чальных данных до вывода искомого результата осуществляются последова-
тельно одно за другим. 

Пример 1. Составить алгоритм вычисления массы заготовки выполненной 
в виде пластины, если известны длина, ширина, толщина и плотность материа-
ла заготовки. Алгоритм решения задач представлен на рис. 1.2.  

 
 
                                                                             Начало алгоритма 
 
 
 

                                        Ввод длины пластины, мм 
 
 
 
                                                                              
                                                                              Ввод ширины пластины, мм 

 
 
 
  
                                                                  Ввод толщины пластины, мм  

 
 
 
 

                                                      
                                                     Ввод плотности материала, 

                                                                        из которого изготовлена пластина, кг/м3 

 
 
 

  V = (A · B · H) / 109
                                             Вычисление объема заготовки, м3 

                                                                   
 
 
                                                                               Вычисление массы заготовки, кг  
 
 

                                             Вывод результата решения 
                                           задачи (масса заготовки) 

 
 
 
                                                                      Конец алгоритма 
 

Рис. 1.2. Блок-схема алгоритма линейной структуры (постановка задачи см. пример 1) 
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Алгоритм разветвленной структуры – это точное предписание, опреде-
ляющее вычислительный процесс, в котором в зависимости от выполнения или 
не выполнения ограничивающего условия или условий последовательность 
действий может разветвляться на два или более направлений.  

Пример 2. Составить алгоритм вычисления коэффициента ZV, учитываю-
щего влияние окружной скорости V шестерни на ее износ в зубчатой передаче, 
если твердость H0 зубьев колес может быть меньше, равна или больше 350 еди-
ниц по шкале HB: ZV  = 0,85 · V0,1  при H0  ≤ 350HB; ZV  = 0,925 · V0,05 при  
H0  > 350HB, где V – окружная скорость, м/мин; Н0 – твердость поверхности 
зубьев зубчатых колес. 

Алгоритм решения задачи представлен на рис. 1.3.  
                              
                                                                                 Начало алгоритма 

 
 
  Ввод окружной скорости 
                                                                                          шестерни, м/мин. 
 
 
 
 Ввод твердости зубьев колес  
                                                                                          по шкале НВ 
 
 
  
               Да                                                   Нет  
                     Проверка выполнения  
               ограничивающего условия 
 
  
  Вычисление ZV                                                                            Вычисление ZV    

ВычислениеZV                                    по первой ветке                                                       по второй ветке 

                                                 
 
 
                                                                                                     Вывод результата решения задачи 
                                                                                                     ( коэффициент влияния окружной  
                                                                                                         скорости шестерни на ее износ) 
 
 
 Конец  
                                                                                                    алгоритма 
 
 

Рис. 1.3. Блок-схема алгоритма разветвленной структуры на два направления  
(постановка задачи см. пример 2) 

Начало 

Ввод 
V 

Ввод 
Н0 

Вывод 
ZV 

Конец 

ZV  = 0,85 · V0,1 ZV  = 0,925 · V0,05 

 

H0  ≤ 350 



 13

Пример 3. Составить алгоритм, с помощью которого по величине средне-
го арифметического отклонения профиля Ra (мкм) микронеровностей поверх-
ности рассчитывалась высота микронеровностей поверхности по 10-ти точкам 
Rz (мкм) детали: Rz = 4 · Ra, при Ra = 1,25 … 2,5; Rz = 5 · Ra, при Ra = 0,32 … 
0,63; Rz < 0,1, при Ra < 0,04. 

Алгоритм решения задачи представлен на рис. 1.4. 
Алгоритм циклической структуры это точное предписание, определяющее 

вычислительный процесс, в котором одна и та же последовательность действий 
выполняется многократно с заранее известным числом повторений. 

Пример 4. Составить алгоритм по определению интенсивности изнашива-
ния фрезы U, если ширина фрезерования B изменяется от начального значения 
B0 = 40 мм до конечного значения  Bn = 60 мм  с шагом hB = 5 мм: U = (1 + 100/B) × 
× U0, где U0 = 16 мкм/км – начальный износ фрезы. 

Алгоритм решения задачи представлен на рис. 1.5. 
Результатом решения поставленной задачи в соответствии с алгоритмом 

(см. рис. 1.5) является формирование массива табличных значений выходного 
параметра – интенсивность изнашивания фрезы U в зависимости от одного 
входного параметра (параметра цикла) – ширина фрезерования B. Тем самым 
выявляется закономерность влияния ширины фрезерования B на интенсивность 
износа фрезы U. По получаемым табличным значениям U и B может быть по-
строен график этой зависимости. Количество выводимых табличных значений 
U и B при известных исходных данных примера 4, а также и количество повто-
рений однотипной последовательности действий (многократное обращение к 
одной и той же расчетной зависимости U= f(B)) можно рассчитать по формуле: 

                        .1
h

)BB(
N

B

0n +−=      (1) 

При B0 = 40 мм, Bn = 60 мм, hB = 5 мм: 

.51
5

4060
N =+−=  

Пример 5. Составить алгоритм по определению скорости резания V при 
сверлении отверстия сверлом диаметром D, изменяющимся от начального зна-
чения D0 = 1 мм до конечного значения Dn = 4 мм с шагом hD = 1 мм, и подачей 
S, изменяющейся от начального значения S0 = 0,1 мм/об до конечного значения 
Sn  = 0,4 мм/об с шагом hs = 0,1 мм/об: V =  Сv · D

q · Kv / T
m · Sy, где Сv = 400;  

q = m = y = 0,5; Kv = 1; T = 60 мин – период стойкости сверла. 
Алгоритм решения задачи представлен на рис. 1.6. 
Результатом решения поставленной задачи в соответствии с алгоритмом 

(см. рис. 1.6) является формирование массива табличных значений выходного 
параметра – скорость резания при сверлении V в зависимости от двух входных 
параметров (параметров внешнего и вложенного цикла) – диаметра сверла D и 
подачи S. 



1,25 < Ra < 2,5 

 Начало алгоритма 
 
 
 
 
 Проверки выполнения 
 Ввод параметра Ra, ограничивающих 
 мкм условий 
 
 
 
 
 Да                                              Нет                                                     Нет                                                          Нет 
 
 
 
 Да Да 
 
 Вычисление Rz                                                       Вычисление Rz                                                                                Вычисление Rz  

                                               по первой                                                                по второй                                                              по третьей 
                                               ветке, мкм                                                               ветке, мкм                                                             ветке, мкм 
 
 
 
 
 Вывод результата решения задачи 
                                                                                  (значение высоты микронеровностей профиля                                 
                                                                                  по 10 точкам )                                                                          Ra не попало в область 
                                                                                                                                                                                           ограничений 
                                                                                                                                                                                       
 Конец алгоритма 
 
 
 
 

Рис. 1.4. Блок-схема алгоритма разветвленной структуры на три направления (постановка задачи см. пример 3) 

Rz = 0,1 Rz = 4 · R Rz = 5 · R 

Начало 

Ввод 
Ra 

 

Ra < 0,04 0,32 < Ra < 0,65 

Вывод 
Rz 

Конец 
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                                                 Начало алгоритма 
 
   Ввод начального значения 
   ширины фрезерования, 
   мм: B0 = 40 мм 
 
 Ввод конечного значения 
 ширины фрезерования, 
 мм: Bn = 60 мм 
 
 Ввод шага изменения  
 ширины фрезерования, 
 мм: hB = 5 мм 
 
 Ввод начального значения 
 износа фрезы, 
 мкм/км: U0 = 5 мкм/км 
 
 Ширине фрезерования B 
  (параметр цикла) присваивается 

 начальное значение B0 

 

 
   Нет                                             Да 

 Проверка выполнения 
 ограничивающего 
 условия 
  
                                                                                         Расчет интенсивности 
 изнашивания фрезы 
 
                                                                                                      Вывод текущего значения     
 ширины фрезерования и 
 интенсивности износа  
 при этой ширине 
 
 Изменение ширины фрезе- 
 рования на заданную 
 величину приращения hB 
 
 
 Конец алгоритма 
 

Рис. 1.5. Блок-схема алгоритма циклической структуры без вложений  
(постановка задачи см. пример 4) 

Начало 

Ввод 
B0 

Ввод 
hB 

Ввод 
U0 

Ввод 
Bn 

B = B0 

B ≤ Bn 

U = (1 + 100/B) · U0 

Вывод 
B, U 

B = B + hn 

Конец 
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Значение скорости резания V определяется при всех возможных из ука-
занного диапазона значениях D и S и при всех возможных сочетаниях этих зна-
чений. Количество выводимых табличных значений V, D и S  при известных 
исходных данных примера 5, а следовательно, и количество повторений одно-
типной последовательности действий (многократное обращение к одной и той 
же расчётной зависимости) V = f(D, S)) можно рассчитать по формуле: 

.1
h

SS
1

h
DD

N
S

0n

D

0n








+−⋅








+−=     (2) 

При D0 = 1 мм, Dn = 4 мм, hD = 1 мм, S0 = 0,1 мм/об, Sn = 0,4 мм/об, hS = 0,1 
мм/об: 

.161
1,0

1,04,0
1

1
14

N =






 +−⋅






 +−=  

Алгоритм итерационного цикла – это точное предписание, определяющее 
вычислительный процесс, в котором одна и та же последовательность действий 
выполняется многократно с заранее неизвестным числом повторений. 

Пример 6. Составить алгоритм нахождения такого значения скорости ре-
зания V при сверлении отверстия, при котором шероховатость обработанной 
поверхности по параметру RZ – высота микронеровностей профиля по десяти 

точкам будет меньше 20 мкм: ,
V

DD
7,48R

04.0

46,017,0

Z
⋅⋅=  где D – диаметр сверла, 

мм: D = 12 мм; S – подача, мм/об:  S = 0,1 мм/об; V – скорость резания, м/мин. 
Начальное значение скорости резания V0 = 12 м/мин, шаг изменения скорости 
резания hV = 0,1 м/мин. 

Алгоритм решения задачи представлен на рис. 1.7. 
Результатом решения поставленной задачи в соответствии с алгоритмом 

(см. рис. 1.7) является нахождение скорости резания V, при которой шерохова-
тость поверхности RZ будет меньше заданного значения RZmin. Для этого V из-
меняют от начального значения V0 (при V0 условие RZ < RZmin не выполняется) с 
минимальным шагом приращения hv. При каждом новом значении скорости ре-
зания рассчитывают RZ и проверяют выполнение условия RZ < RZmin. Как только 
это условие выполнится осуществляется выход из тела итерационного цикла на 
вывод результата, того последнего значения V, при котором и обеспечилось 
выполнение условия RZ < RZmin. 
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                                            Начало алгоритма 
 
                        

                                                    Ввод начального диаметра сверла, мм: D0 = 1 мм 
 
 
                                                     Ввод конечного диаметра сверла, мм: Dn = 4 мм   
 
 
 Ввод шага изменения диаметра сверла, мм: hD = 1 мм 
 

  
 Ввод начального значения подачи, мм/об: S0 = 0,1 мм/об 
 
 

 
 Ввод конечного значения подачи, мм/об: Sn = 0,4 мм/об 
 
 

 Ввод шага изменения подачи, мм/об: hS = 0,1 мм/об 
 
 
 Ввод коэффициентов: Cv = 400; q = m = y = 0,5; Kv = 1 
 
 
  

                                                     Ввод периода стойкости сверла, мин: T = 60 мин 
 

 Диаметру сверла D (параметр вне- 
 шнего цикла) присваивается нача- 
 льное значение D0 
 Подаче S (параметр вложен- 
 ного цикла) присваивается 
 начальное  S0 
 Расчет скорости резания, мм/мин 
 
 Вывод текущего значения D, S и  
 скорости резания V при этих 
  значениях 
Нет                    Да                                                             Проверка выполнения 

 ограничивающего условия 
  

 Изменение подачи на заданную 
Нет                          Да величину приращения hS 

                            
 Изменение диаметра сверла на за- 
 данную величину приращения hD 

 
 Конец алгоритма 

 
 

Рис. 1.6. Блок-схема алгоритма циклической структуры с вложениями  
(постановка задачи см. пример 5) 

Начало 

Ввод  
D0 

Ввод  
Dn 

Ввод 
hD 

Ввод  
S0 

Ввод  
Sn 

Ввод  
hS 

Ввод 
CV, q, m, y, KV 

S = S + hS 

Ввод  
T 

D = D0 

S = S0 

V = CV ·Dq  ·KV  / Tm  ·Sy 

Вывод  
D, S, V 

S ≤ Sn 

D ≤ Dn 

Конец 

D = D + hD 
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                                                    Начало алгоритма       
 
 
                                                     Ввод диаметра сверла, 
                                                     мм: D = 12 мм  
 
 
                                                  Ввод подачи при сверлении, 
                                                  мм/об: S = 0,1 мм/об 
 
                                                  Ввод начального значения   

                          скорости резания, мм/мин: V0= 12 м/мин 
     
 
                                                 Ввод шага изменения скорости 

       резания, м/мин: hv = 0,1 м/мин 
     
 
                                                Ввод значения шероховатости поверхности, 

                                   которую нужно обеспечить, мкм: Rzmin= 20 мкм 
 

 
                                                 Скорости резания V (параметр итерационного 
                                                 цикла) присваивается начальное значение V0 
 
 
                                                 Расчет шероховатости поверхности, мкм 
 
 
 

Нет                             Да                Проверка выполнения  
                                                     ограничивающего условия 
 
 
 
                                                   Изменение скорости резания 

                        на заданную величину приращения hv 

 
 
 
                                                     Вывод результата решения (скорости     
                                                     резания V, при которой RZ  будет меньше RZmin)    
   
 
                                        
                                                     Конец алгоритма        
 

 
Рис. 1.7. Блок-схема алгоритма итерационного цикла  

(постановка задачи см. пример 6) 

Ввод 
D 

Ввод  
S 

Ввод 
V0 

Ввод  
hv 

Начало 

Ввод  
Rzmin 

04,0
V

46,0
S

17,0
D

7,48zR
⋅

⋅=  

RZ < RZmin 

V = V0 

V = V + hv 

Вывод 
V 

 

Конец 
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1.4. Понятие программы.  
Связь программы с алгоритмической структурой 

 
В общем понимании программой называется набор команд, манипули-

рующих данными. Для реализации любой программы служат языки програм-
мирования, как одна из разновидностей программного обеспечения, с которым 
может работать пользователь электронно-вычислительной машины (ЭВМ). 

Рассмотренные ранее способы описания алгоритмических структур обла-
дают существенным недостатком. Записи предписаний в этих алгоритмических 
структурах, представленные в виде связанных друг с другом графических сим-
волов, не могут непосредственно быть воспринятыми ЭВМ. Они служат для 
предварительной работы с алгоритмом в расчете на то, что существуют средст-
ва описания алгоритмов. Таким средством описания алгоритмов и являются  
языки программирования. Они позволяют на основе строгих правил формиро-
вать последовательность предписаний, однозначно отражающих смысл и со-
держание частей алгоритма, с целью их последовательного выполнения с по-
мощью ЭВМ. Выбор языка программирования, как средства описания алгорит-
мической структуры, зависит от характера решаемых задач, возможностей 
ЭВМ, наклонностей самого пользователя ЭВМ. 

В основе всех языков программирования лежит понятие – оператор. Опе-
ратор – это самостоятельный этап алгоритмической структуры, представляю-
щий самостоятельную единицу языка. Выделяется фиксированное количество 
операторов, каждый из которых указывает на выполнение определенных дейст-
вий. Операторы бывают следующих типов: присваивания, перехода, процедур, 
функций, пустые операторы, условные операторы, операторы повторения (цик-
лов), ввода данных, вывода данных, выбора, ветвления. Операторы обычно вы-
полняются в той последовательности, в которой они вписаны в программе, за 
исключением некоторых случаев, когда эта последовательность может преры-
ваться операторами перехода или сокращаться условными операторами. В по-
строении операторов участвуют более мелкие единицы – выражения. Выраже-
ния по определенным правилам соединяются между собой ограничителями 
(выделенными словами). Выражения в свою очередь строятся с помощью зна-
ков, операций, скобок, чисел, переменных, указателей, функций, логических 
значений и т. д.  

Установим связь  программы   написанной на  языке Turbo Pascal 7.0 с ал-
горитмической структурой при решении задачи в соответствии с примером 7. 

Пример 7. Составить алгоритм и программу для определения усилия P, из-
гибающего оправку с торцовой фрезой под действием составляющих сил реза-
ния Pz и Py: 
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2
z

2
y PPP += ,  

где P, Pz, Py в Н. 
Структурная схема связи алгоритма и программы представлена на рис. 1.8. 
На структурной схеме (см. рис. 1.8): по линии связи 1 происходит замена 

графического символа «Терминатор» зарезервированным языком программи-
рования  словом «Begin»; по линии связи 2 графический символ «Данные» за-
меняется зарезервированными структурой оператора вывода «Write» и ввода 
«Readln» силы резания Py; по линии связи 3 графический символ «Данные» за-
меняется зарезервированными структурой оператора вывода «Write» и ввода 
«Readln» силы резания Pz; по линии связи 4 графический символ «Процесс» за-
меняется зарезервированным оператором присваивания (расчет выходного па-
раметра P); по линии связи 5 графический символ «Данные» заменяется заре-
зервированной структурой оператора вывод «Writeln» результата решения за-
дачи; по линии связи 6 происходит замена графического символа «Терминатор» 
зарезервированным словом «End». Таким образом, каждый из выше обозначен-
ных операторов  и зарезервированных слов языка Turbo Pascal 7.0 представляет 
самостоятельный этап алгоритмической структуры. Последовательность обра-
щения к этим операторам в программе установлена в строгом соответствии с 
последовательностью следования графических символов в алгоритмической 
структуре, относящейся к линейной и предписывающей поэтапное выполнение 
действий, следующих одно за другим.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2
z

2
y PPP +=

 Program Usilie; {Заголовок программы} 
Uses Crt;{Обращение к модулю Сrt библиотеки} 
               {языка Turbo Pascal 7.0} 
Var P,Py,Pz: real; {Раздел описания переменных:} 
                            {P,Py,Pz – силы резания} 

                                                         Начало цикла                               Begin {Начало раздела операторов} 
Clrscr; {Процедура очистки экрана} 
Write(’Ввод силы резания Py в Н:’); 

                                                         Ввод значения силы Py,                {Структура оператора вывода. Комментарий поясняющий} 
                                                                               H                                     {пользователю, что нужно будет ввести значение Py в Н } 

Readln (Py); {Структура оператора ввода. Ввод значения} 
{ силы резания Py с клавиатуры} 

                                                   Ввод значения силы Py,                       Write(’Ввод силы резания Pz в Н:’); 
                                                                   H                                      {Структура оператора вывода. Комментарий поясняющий} 

{пользователю, что нужно будет ввести значения Pz в Н } 
                                                        Расчет усилия  изги-                 Readln (Pz); {Структура оператора ввода. Ввод значения} 
                                                       бающего оправку, Н                 {силы резания Pz с клавиатуры} 

P:=sqrt(sqr(Py)+sqr(Pz)); {Структура оператора} 
{присваивания. Расчетная формула} 

                                                    Вывод результата                         Writeln(’P = ’,P:5:2,’ H.’); {Структура оператора вывода.} 
                                                    решения                                        {Вывод результата решения задачи} 

Readkey; {Процедура задержки результата на экране} 
{монитора} 

                                                         Конец алгоритма                      End.{Конец раздела операторов} 
 
 
 

Рис. 1.8. Структурная схема связи алгоритма, представленного в виде блок-схемы, и программы  
(постановка задачи см. пример 7) 

Начало 

Ввод Py 

Ввод Pz 

Вывод P 

Конец 
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2.  МЕТОДЫ  НАХОЖДЕНИЯ  ПАРАМЕТРОВ 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ  СИСТЕМ  С  НЕЛИНЕЙНОЙ 

ХАРАКТЕРИСТИКОЙ 
 

2.1. Классификация и общий подход к реализации методов нахождения  
параметров технологических систем с нелинейной характеристикой 

 
В большинстве случаев на практике выходные параметры технологических 

систем изменяются по законам, которые представлены в виде уравнений с не-
линейной характеристикой (нелинейные уравнения). Как правило, при решении 
таких уравнений необходимо находить корни. Для нахождения корней исполь-
зуют прямые и итерационные методы. 

Реализация прямых методов основывается на нахождении корней уравне-
ний с помощью конечных формул. Известны методы решения простых алгеб-
раических, тригонометрических, логарифмических и показательных уравнений. 

Реализация итерационных методов (методов пошагового приближения к 
искомым значениям корней или корня нелинейного уравнения) позволяет ре-
шить практически любые уравнения независимо от их сложности. Итерацион-
ные методы легко программируются и реализуются с помощью ЭВМ. К ним 
можно отнести: 

− метод деления отрезка пополам; 
− метод хорд; 
− метод касательных; 
− метод простых итераций. 
На первом этапе осуществляется поиск либо приближенного значения 

корня (метод касательных и простых итераций), либо отрезка, содержащего 
этот корень (метод деления отрезка пополам и метод хорд). Поиск приближен-
ного значения корня уравнения с нелинейной характеристикой можно осущест-
вить графически, путем построения графика рассматриваемой функции y = f(x) 
и нахождения такого значения входного параметра x, при котором выполняется 
условие – y = f(x) ≈ 0, где y – выходной параметр технологической системы. 
Установить отрезок [a, b], содержащий корень уравнения – это значит доказать, 
что на концах этого отрезка функция y = f(x) меняет свой знак. Для проверки 
выполнения этого условия необходимо, чтобы произведение значений функции 
на концах отрезка [a, b] было числом отрицательным, а именно f(a) · f(b) < 0. 

На втором этапе шаг за шагом осуществляется уточнение значения корня с 
заданной степенью точности E (E→0: E=0,1; 0,01; 0,001;…), используя какой-
либо метод из вышеперечисленных. 

Наиболее распространенными из итерационных методов являются метод 
деления отрезка пополам и метод простых итераций. 
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2.2. Метод деления отрезка пополам в нахождении корней уравнений  
с нелинейной характеристикой 

 
Пусть нам известно уравнение с нелинейной характеристикой y = f(x), опи-

сывающее закон изменения выходного параметра технологической системы y 
от входного параметра x. Необходимо найти такое значение х, при котором вы-
полняется условие y = f(x) = 0. 

В соответствии с первым этапом реализации итерационных методов (см. п. 
2.1) установим отрезок [a, b], содержащий решение (корень) нелинейного урав-
нения. Для этого подберем такие значения левой a и правой b границу отрезка 
[a, b] изменения входного параметра x, при которых выполняется условие – f(a) × 
× f(b) < 0, т. е. на концах отрезка [a, b] функция y = f(x) будет менять свой знак. 
Проверку правильности выбора границ отрезка [a, b]  можно также подтвердить 
путем построения графика рассматриваемой функции y = f(x) (рис. 2.1). 

 
Рис. 2.1. Схема к установлению границ отрезка, содержащего корень нелинейного уравнения: 
a – левая граница отрезка со значением функции в этой точке f(a) < 0 (число отрицательное);  

b – правая граница отрезка со значением функции в этой точке f(b) > 0 (число положительное); 
xk – искомый корень уравнения y = f(x), который будет находиться на отрезке [a, b] 

 
Определившись с отрезком, содержащим корень уравнения с нелинейной 

характеристикой, перейдем к реализации второго этапа – уточнения значения 
корня с заданной степенью точности E. Для этого реализуется итерационный 
процесс по методу деления отрезка пополам. В рамках первой итерации (шага) 
найдем начальное приближение x0 к корню xk нелинейного уравнения, поделив 
отрезок [a, b] пополам – x0 = (a + b) / 2. Рассчитаем значение функции в точке 
начального приближения f(x0) и проверим выполнение условия │f(x0)│≤ E. Ес-
ли это условие выполняется, то искомое значение корня xk будет соответство-
вать начальному приближению x0 (xk = x0), в противном случае нужно продол-
жить процесс уточнения корня нелинейного уравнения, реализовав следующую 
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итерацию (шаг). Предположим, что условие │f(x0)│≤ E не выполнилось. Реали-
зуем вторую итерацию. В рамках второй итерации сначала исследуем значения 
функции y = f(x) на концах отрезков [a, x0] и [x0, b], которые появились в ре-
зультате деления отрезка [a, b] пополам точкой начального приближения x0 с 
первой итерации. Отрезок, на концах которого функция y = f(x) меняет свой 
знак, принимается содержащим корень нелинейного уравнения. Предположим, 
что условие f(a) · f(x0) < 0 не выполняется, а условие f(x0) · f(b) < 0 выполняется, 
следовательно дальнейшее уточнение значения корня нужно вести на отрезке 
[x0, b]. Для этого отрезок [x0, b], содержащий корень нелинейного уравнения, 
делим пополам – x1 = (x0 + b) / 2. Тем самым, найдена точка нового приближе-
ния со второй итерацией. Рассчитаем значение функции в этой точке f(x1) и 
проверим выполнение условия │f(x1)│≤ E. Предположим, что условие выпол-
нилось, следовательно, искомое значение корня xk будет соответствовать при-
ближению x1 со второй итерации (xk = x1). Если бы условие │f(x1)│≤ E не вы-
полнилось, то необходимо было бы реализовать следующую (третью) итерацию 
по уточнению значения корня уравнения с нелинейной характеристикой xk ана-
логичную по своей структуре первой и второй. 

Таким образом, итерационный процесс по методу деления отрезка пополам 
будет продолжаться до тех пор, пока не выполнится условие │f(xn)│≤ E, где  
xn – уточнение корня нелинейного уравнения с n-ой итерации. Количество ите-
раций зависит от степени точности E и длины исходного отрезка [a, b], который 
содержит корень xk нелинейного уравнения. Чем выше степень точности E и 
больше длина отрезка [a, b], тем больше число шагов для уточнения искомого 
корня нужно выполнить, что предопределяет необходимость использования 
ЭВМ для автоматизации процесса и сокращения затрат времени на решение по-
ставленной задачи. В соответствии с вышеизложенным, алгоритм метода деле-
ния отрезка пополам может быть представлен в виде блок-схемы на рис. 2.2. 

Пример 8. Определить величину внешнего усилия N, воздействующего на 
крепежный болт, изготовленный из стали 45, которое может выдержать этот 
болт, если его диаметр d1 = 3 мм: 





σ⋅π

⋅=

р

N4
d

1
, 

где N – внешнее усилие (усилие растяжения болта), кгс; [σp] – допустимое на-
пряжение при растяжении, кгс/мм2: [σp] = 7,2 кгс/мм2 – для стали 45; d1 – внут-
ренний диаметр резьбы болта, мм. Степень точности E = 0,01. 

РЕШЕНИЕ. При известных [σp] = 7,2 кгс/мм2 и заданном в качестве огра-
ничения d1 = 3 мм, искомое значение N должно удовлетворять условию: 

3N18,0 =⋅  
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Рис. 2.2. Блок-схема алгоритма метода деления отрезка пополам 
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или 

03N18,0 =−⋅ . 

Определим границы отрезка, содержащего корень этого нелинейного 
уравнения. Для этого табулируем исходную функцию и построим ее график 
(рис. 2.3). 

Опираясь на рис. 2.3, в качестве отрезка, содержащего корень (решение) 
уравнения, можно выбрать отрезок [NЛ, NП] = [45, 65], где NЛ – левая  
граница отрезка, кгс; NП – правая граница, кгс. На границах этого  

отрезка функция 3N18,0y −⋅=  меняет свой знак относительно границы 2: 

154,034518,0)N(fy ЛЛ −=−⋅== ; == )N(fy ПП 421,036518,0 =−⋅ . Следо-

вательно, условие f(NЛ) · f(NП) < 0 выполняется: 
0421,0154,0 <⋅− ; 

0064,0 <− . 
Реализуем первую итерацию. Поделим отрезок [NЛ, NП] пополам: 

2

NN
N ПЛ

0

+
= ; 

55
2

6545
N

0
=+=  кгс. 

Рассчитаем значение функции при усилии растяжения N0 = 55 кгс: 
15,035518,0)N(fy

0
=−⋅== . 

 

 
 

Рис. 2.3. Зависимость внутреннего диаметра резьбы болта d1 от усилия растяжения болта N:  
1 – кривая d1 = f(N); 2 – граница внутреннего диаметра резьбы болта (d1= 3 мм);  

3 – точка пересечения кривых 1 и 2 (примерное решение задачи) 

 



 27

Проверим выполнение условия │f(N0)│≤ E. Условие не выполняется 
(│0,15│  0,1). Следовательно, N0 не может быть принято за искомое решение. 

Реализуем вторую итерацию. Предварительно проверим, на каком из от-
резков [NЛ, N0] или [N0, NП] функция 3N18,0y −⋅=  меняет свой знак: 

154,0)N(f
Л

−= ; 

15,0)N(f
0

= ; 

421,0)N(f
П

= , следовательно, 

f(NЛ) · f(N0) < 0; 0023,0 <− ; 

f(N0) · f(NП)  0; 063,0−   0. 
Новым отрезком, содержащим корень, является отрезок [NЛ, N0]=[45, 55]. 

Разделим отрезок [NЛ, N0] пополам: 

2
5545

N
1

+= , 

N1 = 50 кгс. 
Рассчитаем значение функции при усилии растяжения N1=50 кгс: 

035018,0)N(fy
1

=−⋅== . 

Проверим выполнение условия │f(N1)│≤ E. Условие выполняется (│0│ ≤ 0,01). 
Следовательно, искомое значение корня NK будет соответствовать приближе-
нию N1 со второй итерации (NK = N1 = 50 кгс). Таким образом, усилие растяже-
ния, которое может выдержать болт с внутренним диаметром резьбы  
d1 = 3 мм, изготовленный из стали 45, не должно превышать 50 кгс или 500 Н. 

В соответствии с поставленной задачей (см. пример 8) разработаем алго-
ритм (рис. 2.4) и программу USILIE ее решения на языке TURBO PASCAL. 
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Рис. 2.4. Блок-схема алгоритма нахождения усилия растяжения болта методом деления  
отрезка пополам (постановка задачи см. пример 8) 
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ПРОГРАММА USILIE 
(постановка задачи см. пример 8, алгоритм см. рис. 2.4) 

Program Usilie; 
Uses Crt; 
Label 10,20,30; 
Var E,Nl,Np,yl,yp,N,y,Nk:Real; 
Begin 
Clrscr; 
Write(’Задайте степень точности Е:’); 
Redln(Е); 

10: Write(’Введите значение левой границы усилия’); 
Writeln(’растяжения болта Nл в кгс:’); 
Readln(Nl); 
Write(’Введите значение правой границы усилия’); 
Writeln(’растяжения болта Nп в кгс:’); 
Readln(Np); 
Begin 
yl:=Sqrt(0.18*Nl)-3; 
yp:=Sqrt(0.18*Np)-3; 
If (yl*yp)<0 then Goto 20;end Else 
Write(’Отрезок [Nл,Nп] не содержит’); 
Write(’ решения. Скорректируйте значения’); 
Writeln(’Nл и Nп.’);Goto 10; 

20: N:=(Nl+Np)/2; 
y:=Sqrt(0.18*N)-3; 
If Abs(y)<=E then Goto 30; 
If (yl*y)<0 then Nl:=N Else 
Np:=N; Goto 20; 

30: Nk:=N; 
Write(’Искомое усилие растяжения болта’); 
Writeln(’ Nк = ’,Nk:5:2,’ кгс.’); 
Readkey; 
End. 
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2.3. Метод простых итераций в нахождении корней уравнения  
с нелинейной характеристикой 

 
Пусть нам известно уравнение с нелинейной характеристикой y = f(x) для 

нахождения параметров технологической системы. Требуется найти такое зна-
чение входного параметра x, при котором выполняется условие y = f(x) = 0. 

В соответствии с первым этапом реализации итерационных методов (см. п. 
2.1) установим точку начального приближения x0 к искомому решению (корню) 
xK уравнения с нелинейной характеристикой. Для этого строим график рас-
сматриваемой функции y = f(x) и графически установим значение входного па-
раметра x0, при котором выполняется условие – y = f(x0) ≈ 0. 

Для реализации второго этапа (уточнения значения корня с заданной сте-
пенью точности Е) необходимо от исходного нелинейного уравнения f(x) = 0 
перейти к эквивалентному уравнению вида x = φ(x). Переход осуществляется 
умножением левой и правой части уравнения f(x) = 0 на произвольную посто-
янную K и прибавлением к обеим частям уравнения значения x: 

K0x)x(fKx ⋅+=⋅+ . 

После преобразований в итоге получаем: 
)x(x ϕ= ,      (3) 

где )x(fKx)x( ⋅+=ϕ . Значение произвольной постоянной K устанавливается 

подбором, исходя из выполнения условия: 0 <│φ′(x)│< 1, при этом сходимость 
итерационного процесса будет двухсторонней. Производную φ′(x) можно опре-
делить по формуле: 

)x('fK1)x(' ⋅+=ϕ .     (4) 

После приведения исходного уравнения f(x) = 0 к эквивалентному 
)x(fKxx ⋅+= , с применением последнего реализуется итерационный процесс. 

Для нахождения уточненного значения корня в рамках первой итерации в пра-
вую часть уравнения, эквивалентного исходному, вместо x подставим x0 (на-
чальное приближение): 

)x(fKxx
001

⋅+= , 

где x1 – уточненное значение корня с первой итерации. Если выполняется усло-
вие │f(x1)│≤ E и │f′(x1)│< 1, то искомое значение корня xK , будет соответство-
вать приближению x1 с первой итерации (xK = x1), в противном случае находят 
новое уточнение корня нелинейного уравнения, продолжая итерационный про-
цесс. Предположим, что │f(x1)│≤ E и │f′(x1)│< 1 не выполнились, тогда реали-
зуется вторая итерация, в рамках которой: 

)x(fKxx
112

⋅+= , 
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где x2 – уточненное значение корня со второй итерации. Проверяется выполне-
ние условий │f(x2)│≤ E и │f′(x2)│< 1. Предположим, условия выполнялись, 
следовательно, искомое значение корня xK будет соответствовать приближению 
x2 со второй итерации (xK = x2). Итерационный процесс завершен. Количество 
итераций будет зависеть от правильности нахождения точки начального при-
ближения x0 и произвольной постоянной К. Таким образом, итерационный про-
цесс метода простых итераций по зависимости )x(fKxx 1n1nn −− ⋅+= , где xn – 

уточненное значение корня с n-ой итерации, а xn – 1 – уточненное значение кор-
ня с предыдущей (n – 1)-ой итерации, будет продолжаться до тех пор, пока не 
выполнятся условия │f(xn)│≤ E и │f′(xn)│< 1. В соответствии с вышеизложен-
ным, алгоритм метода простых итераций может быть представлен в виде блок-
схемы на рис. 2.5. Осуществим практическую реализацию метода простых ите-
раций по постановке задачи (см. пример 8). 

РЕШЕНИЕ. Из графика (см. рис. 2.3) видно, что точкой начального  
приближения является точка 3 пересечения кривых 1 и 2. Значение усилия  
растяжения болта в этой точке, решая задачу графически, соответствует 52 кгс 
(N0 = 52 кгс). Таким образом, первый этап метода простых итераций реализо-
ван. Перейдем к реализации второго этапа. Приведем исходное нелинейное 
уравнение 03N18,0 =−⋅  к эквивалентному )3N18,0(KNN −⋅⋅+= . Уста-
новим значение коэффициента K. Для этого первоначально определим произ-
водную первого порядка эквивалентного уравнения )N('fK1)N(' ⋅+=ϕ , где 
f’(N) – производная первого порядка исходного нелинейного уравнения:  

.
5,05,0

5,05,05,05,05,0

5,0

N212,00N212,00

'3)N(424,0N'424,0'3)'N424,0('3)'N18,0(

'3)')N18,0(('3'N18,0)'3N18,0()N('f

−− ⋅=+⋅+=

=−′⋅+⋅=−⋅=−⋅

=−⋅=−⋅=−⋅=

 

Следовательно, )N212,0(K1)N(' 5,0−⋅⋅+=ϕ . Выберем значение произволь-

ной постоянной K равным « 10− » ( 10K −= ) и при N = N0 = 52 рассчитаем φ′(N): 

706,0)52212,0()10(1)52(' 5,0 =⋅⋅−+=ϕ − . Проверим выполнение условия  

0 <│φ′(N)│< 1, т. е. 0 <│φ′(52)│< 1. Условие выполняется (0 <│0,706│< 1), сле-
довательно, произвольная постоянная выбрана правильно. Реализуем первую 

итерацию, в рамках которой )3N18,0(KNN
001

−⋅⋅+= . После подстановки в 

правую часть уравнения 52N
0

= , 10K −=  получаем: N1 = 51,406 кгс. Проверим 

выполнение условий │f(N1)│ ≤ E и │f′(N1)│< 1, где E = 0,01. Рассчитаем зна-
чение функции и ее производной при N1=51,406 кгс: f(51,406) = 0,0418, 
f′(51,406) = 0,0295, следовательно, условие  │0,0418│≤ 0,01  не  выполняется,  а  
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Рис. 2.5. Блок-схема алгоритма метода простых итераций 
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условие │0,0295│< 1 выполнилось. Реализуем вторую итерацию, в рамках ко-

торой )3N18,0(KNN
112

−⋅⋅+= . После подстановки в правую часть уравне-

ния 406,51N
0

= , 10K −=  получаем: 987,50N
2

=  кгс. Проверим выполнение 

условий │f(N2)│≤ E и │f′(N2)│< 1. Рассчитаем значение функции и ее произ-
водной при 987,50N

2
= : f(50,987) = 0,0294, f′(50,987) = 0,0296, вновь условие 

│0,0294│ ≤ 0,01 не выполнилось. Реализуем третью итерацию, в рамках кото-

рой )3N18,0(KNN
223

−⋅⋅+= , 692,50N
3

=  кгс. Рассчитаем значение функ-

ции и ее производной при 692,50N
3

=  кгс: f(50,692) = 0,0206, f′(50,692) =  

= 0,0297, вновь условие │0,0206│ ≤ 0,01 не выполнилось. Реализуем четвертую 

итерацию, в рамках которой )3N18,0(KNN
334

−⋅⋅+= , 485,50N
4

=  кгс. Рас-

считаем значение функции и ее производной при 485,50N
4

=  кгс: f(50,485) =  

= 0,0145, f′(50,485) = 0,0298. Условие │0,0145│ ≤ 0,01 не выполнилось. Реали-

зуем пятую итерацию, )3N18,0(KNN
445

−⋅⋅+= , 339,50N
5

=  кгс. Рассчита-

ем значение функции и ее производной при 339,50N
5

=  кгс: f(50,339) = 0,010, 

f′(50,339) = 0,0298. Оба условия выполняются │f(N5)│ = │f(50,339)│ = 
=│0,010│≤ 0,01, │f′(N5)│ = │f′(50,339)│ = │0,0298│ ≤ 1. Следовательно, иско-
мое значение корня NК будет соответствовать приближению N5 с пятой итера-
ции (NK = N5 = 50,339 кгс). При точном решении (NK = 50 кгс), относительная 
погрешность реализации метода простых итераций составляет равной 0,7 % при 
заданной степени точности E = 0,01. 

В соответствии с постановкой задачи (см. пример 8) разработаем алгоритм 
(рис. 2.6) и программу USILIE1 ее решения на языке TURBO PASCAL. 

 
ПРОГРАММА USILIE1 

(постановка задачи см. пример 8, алгоритм см. рис. 2.6) 
Program Usilie1; 
Uses Crt; 
Var N,E,K,Nut,y,ypr,Nk:Real; 
Begin 
Clrscr; 
Write(’Задайте степень точности Е:’); 
Readln(E); 
Write(’Введите начальное приближение’); 
Writeln(’усилия растяжения болта N0 в кгс:’); 
Readln(N); 
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Write(’Введите значение произвольной постоянной ’); 
Writeln(’K:’); 
Readln(K); 
Repeat 
Nut:=N+(K*(Sqrt(0.18*N)-3)); 
y:=Sqrt(0.18*Nut)-3; 
ypr:=0.212*Nut; 
N:=Nut 
Until (Abs(y)<=E) And (Abs(ypr)<1); 
Nk:=Nut; 
Write(’Искомое усилие растяжения болта ’); 
Writeln(’ Nk = ’,Nk:5:2,’ кгс.’); 
Readkey; 
End. 
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Рис. 2.6. Блок-схема алгоритма нахождения усилия растяжения болта методом  
простых итераций (постановка задачи см. пример 8) 
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3. МЕТОДЫ НАХОЖДЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ  
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ СИСТЕМ  

С ЛИНЕНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ 
 
 

3.1. Основные понятия, классификация и общий подход к реализации  
методов нахождения параметров технологических систем  

с линейной характеристикой 
 
В ряде случаев на практике в области технологии машиностроения можно 

столкнуться с необходимостью нахождения таких значений входных парамет-
ров технологических систем, которые будут являться общим решением сразу 
для нескольких уравнений, устанавливающих связь этих входных параметров с 
выходными. Причем, сами уравнения могут рассматриваться, как уравнения с 
линейной характеристикой (линейные уравнения). Нахождение значений вход-
ных параметров предполагает решение системы, состоящей из нескольких ли-
нейных уравнений. 

Рассмотрим систему n линейных уравнений: 













=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅

nnij22i11i

2nj2222121

1nj1212111

bxa...xaxa

.................................

bxa...xaxa

bxa...xaxa

KKKK

    (5) 

или в векторно-матричной форме: 
bxA =⋅ ,       (6) 

где А – матрица совокупности коэффициентов ija : 

;

a...aa

......................................

a...aa

a...aa

A

ij2i1i

j22221

j11211





















=  

х – вектор-столбец неизвестных входных параметров: 

;

x

x

x

x

n

2

1



















=
K
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b – вектор-столбец свободных членов: 

.

b

b

b

b

n

2

1



















=
K

 

Решение этой системы предполагает нахождение таких значений х, при подста-
новке которых в каждое из уравнений при известных А и b будет обеспечивать-
ся тождество (равенство левой и правой частей каждого из уравнений). При оп-
ределенных условиях может обеспечиваться либо единственное решение сис-
темы, либо бесчисленное множество решений, либо отсутствие решения, либо 
плохая обусловленность в получении  решения. 

Установить факт возможности или невозможности решить систему линей-
ных уравнений можно, например, по величине определителя D матрицы А со-
вокупности коэффициентов ija . Для систем состоящих из двух линейных урав-

нений матрица А имеет вид: 

,
aa

aa
А

2221

1211








=  

а ее определитель (определитель второго порядка): 

.aaaa
aa

aa
D 12212211

2221

1211 ⋅−⋅==  

Для систем, состоящих из трех линейных уравнений, матрица А имеет вид: 

,

aaa

aaa

aaa

А

333231

232221

131211

















=  

а ее определитель (определитель третьего порядка): 

.aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

D

112332331221132231133221312312332211

333231

232221

131211

⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

==

 
Для треугольной матрицы А с ija  ниже главной диагонали равными нулю опре-

делитель D можно рассчитать по формуле: 
,a...aaD ij2211 ⋅⋅⋅=  

где i = j. 
Для единичной матрицы А с ija  по главной диагонали равными единице 

определитель D так же равен единице (D = 1). Для нулевой матрицы А с ija , 
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равными нулю (частный случай), определитель D равен нулю (D = 0). Если 
0D ≠ , то система линейных уравнений будет иметь единственное решение. 

При D = 0 система линейных уравнений либо не имеет решения, либо их будет 
бесчисленное множество. Когда 0D ≈ , система линейных уравнений называет-
ся плохо обусловленной. 

Факт возможности или не возможности решить систему линейных уравне-
ний можно установить также по соотношениям между коэффициентами систе-
мы. Например, пусть нам дана система: 

.
byaxa

byaxa

22221

11211





=⋅+⋅
=⋅+⋅

 

Решением этой системы являются координаты точки пересечения двух 
прямых на плоскости. Возможны четыре случая: 

1) прямые пересекаются (единственное решение); 
2) прямые проходят параллельно друг другу (решения нет); 
3) прямые совпадают (бесчисленное множество решений); 
4) прямые проходят почти параллельно друг другу (нет определенности в 

решении, координаты точки пересечения прямых чувствительны к изменениям 
коэффициентов системы). 

Первый случай реализуется при выполнении условия: ),aa()aa( 22122111 ≠  

при этом D получается не равным нулю )0D( ≠ . Второй случай реализуется 

при выполнении условия: )bb()aa()aa( 2122122111 ≠= , при этом D получается 

равным нулю (D = 0). Третий случай характерен при выполнении условия: 
)bb()aa()aa( 2122122111 == , при этом D также получается равным нулю (D = 0). 

Последний случай возникает, когда определитель матрицы А совокупности ко-
эффициентов ija  получается примерно равным (близким) нулю ( 0D ≈ ). 

Таким образом, перед тем как реализовать тот или иной метод решения 
систем линейных уравнений, необходимо убедиться в возможности или невоз-
можности решения  системы либо по значению D, либо через соотношения ме-
жду коэффициентами ija  матрицы А. 

Методы решения систем линейных уравнений по принципам организации 
вычислений делятся на два класса: прямые (точные) и итерационные (прибли-
женные). Прямыми называются методы, которые в предположении, что вычис-
ления ведутся без округлений, позволяют получить точное решение за конечное 
число арифметических операций по известным расчетным формулам. К числу 
таких методов относятся метод Крамера и метод Гаусса. Итерационные методы 
даже в предположении, что вычисления ведутся без округлений, дают прибли-
женное решение системы с наперед заданной точностью. Точное решение в 
данном случае теоретически может быть получено как результат бесконечного 
процесса. Характерным представителем этого класса является метод Зейделя. 
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3.2. Метод Крамера в нахождении технологических параметров  
системы уравнений с линейными характеристиками 

 
Пусть нам дана система двух линейных уравнений, как наиболее часто 

реализуемый случай: 





=⋅+⋅
=⋅+⋅

2222121

1212111

bxaxa

bxaxa
. 

Если матрица А совокупности коэффициентов ija  невырожденная, т. е. ес-

ли ее определитель D не равен нулю, то система уравнений имеет единственное 
решение, или если выполняется условие: ).aa()aa( 22122111 ≠  Решением систе-

мы является вектор-столбец х совокупности коэффициентов iх . Для нахожде-

ния неизвестных iх  можно воспользоваться конечными формулами: 

,
D
D

x 1
1 =         (7) 

,
D

D
x 2

2 =         (8) 

где D – определитель матрицы совокупности коэффициентов ija : 

;aaaa
aa

aa
D 12212211

2221

1211 ⋅−⋅==  

D1 – определитель матрицы совокупности коэффициентов ib  и 2ia : 

;abab
ab

ab
D 122221

222

121
1 ⋅−⋅==  

D2 – определитель матрицы совокупности коэффициентов ib  и 1ia : 

121211
221

111
2 baba

ba

ba
D ⋅−⋅== . 

Таким образом, реализация метода Крамера сводится к нахождению неиз-
вестных через значения определителей второго порядка совокупности коэффи-
циентов ija ; ib  и ija . Как правило, метод Крамера используется для решения 

систем, состоящих не более чем из двух уравнений. С вычислительной точки 
зрения метод Крамера неэффективен для решения систем с большим чем два 
числом уравнений, так как его реализация потребует выполнения значительно-
го количества арифметических операций и соответственно больших затрат ма-
шинного времени для нахождения определителей более высоких порядков. Как 
показывает практика, метод Крамера весьма чувствителен к ошибкам округле-
ния. Алгоритм метода Крамера в нахождении технологических параметров сис-
темы уравнений с линейными характеристиками представлен в виде блок-
схемы на рис. 3.1. 



Вывод вектор – 
столбца х неиз-
вестных ix  

i=1; 2 

Ввод 
А[i,j] 

i=1; 2 

i=1; 2 

Ввод b[i] 

21111 aaa =  

22122 aaa =  

21 bbbb =  

a1=a2, 
a1≠bb, a2≠bb 

Система не 
имеет решения 

a1=a2, 
a1=bb, a2=bb 

Система имеет 
бесчисленное 
множество  
решений 

a1≠a2 

Требуется 
коррекция 
значений  
коэффициен-
тов 

Система имеет 
единственное 
решение 

DDx 22 =  

DDx 11 =  

D2=A[1,1]·b[2]-A[2,1]·b[1] 

D1=b[1]·A[2,2]-b[2]·А[1,2] 

D=A[1,1]·A[2,2]-A[2,1]·A[1,2] 

Решение  
системы: х1,х2 

E2=|(A[2,1]·x1+A[2,2]·x2)-b[2]| 

E1=|(A[1,1]·x1+A[1,2]·x2)-b[1]| 

Погрешность  
решения: Е1,Е2 

конец 

Нет 

Рис. 3.1. Блок-схема алгоритма метода Крамера (решение системы bxA =⋅ из двух линейных уравнений) 

Да 

Да 

Нет 

Нет 

Да 

Формирование матри-
цы А совокупности ко-
эффициентов ija  

Формирование вектор – 
столбца В свободных 
членов ib  

Начало  
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Пример 9. В рамках технологической подготовки операции электроэрози-
онного вырезания на станке с ЧПУ для разработки управляющей программы 
формообразования исполнительной поверхности шаблона необходимо опреде-
лить положение узловой точки М (ее координаты), опираясь на исходные дан-
ные, представленные на рис. 3.2. 
 

 
Рис. 3.2. Расчетная схема к определению местоположения узловой точки М:  
1 – торцовый профиль исполнительной поверхности шаблона; 2 – шаблон 

 
РЕШЕНИЕ. Из расчетной схемы (см. рис. 3.2) видно, что торцовый про-

филь 1 исполнительной поверхности шаблона 2 представляет из себя ломаную, 
состоящую из двух прямолинейных отрезков М1М и ММ2. Каждый из отрезков 
описывается уравнением прямой. Точка М – это точка пересечения отрезков. 
Следовательно, если выявить уравнение прямой для М1М и уравнение прямой 
для ММ2 и решить систему этих двух линейных уравнений, то будет найдено 
искомое положение точки М(xм,yм). 

Система двух линейных уравнений имеет следующий вид: 





+⋅=
+⋅=

2м2м

1м1м

bхкх

bxкy
, 

где мм y,x  – искомые координаты точки М, мм; 1к  – угловой коэффициент пря-

мой, проходящей через точки 1М  и М ; 2к  – угловой коэффициент прямой, 

проходящей через точки М  и 2М ; 1b  – коэффициент смещения прямой, прохо-
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дящей через точки 1М  и М ; 2b  – коэффициент смещения прямой, проходящей 

через точки М  и 2М . 

Величину углового коэффициента 1к  можно определить по формуле: 

),(tgк 11 µ=  

где µ1 – угол наклона рассматриваемой прямой, проходящей через точки 1М  и 

М , к оси х: µ1 = 20º. Следовательно, к1 = 0,364.  
Величину углового коэффициента к2 определим по формуле: 

),180(tgк 22 µ−°=  

где µ2 – угол наклона рассматриваемой прямой, проходящей через точки М  и 

2М , к оси х: µ2 = 25º. Следовательно, к2 = – 0,466. 

Величину коэффициента смещения прямой b1 рассчитаем по формуле: 
,хкyb

11 м1м1 ⋅−=  

где 
11 мм у,x  – координаты точки М1, мм; ,0х

1м
=  а мм50Lу 2м1

== . Следова-

тельно, b1 = 50. 
Величину коэффициента смещения прямой b2 рассчитаем по зависимости: 

,хкyb
22 м2м2 ⋅−=  

где 
22 мм у,x  – координаты точки М2: ,мм75Lх 1м2

==  а .мм45Lу 3м2
==  Сле-

довательно, b2 = 79,950. В результате, система имеет вид: 





+⋅−=
+⋅=

950,79х466,0у

50х364,0у

мм

мм . 

Условно обозначим ум через х2, а хм через х1 и перенесем хм в левую часть 
каждого уравнения. В итоге получим: 





=+⋅
=+⋅−

950,79хх466,0

50хх364,0

21

21 . 

В этой системе матрица А совокупности коэффициентов имеет вид: 

.
1466,0

1364,0

аа

аа
А

2221

1211







−=







=  

Вектор-столбец свободных членов В имеет вид: 

.
950,79

50

b

b
В

2

1







=







=  

Вектор-столбец неизвестных х имеет вид: 

.
х

х
х

2

1








=  

Убедимся в том, что система имеет единственной решение и матрица А невы-
рожденная. Проверим выполнение условия )аа()аа( 22122111 ≠ : – 0,364/0,466 ≠ 1/1.  
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Условие выполняется. Найдем определитель D матрицы А совокупности 
коэффициентов ija : 

.83,01466,01364,0D

;aaaaD 12212211

−=⋅−⋅−=
⋅−⋅=

 

Найдем определитель D1 матрицы совокупности коэффициентов bi и ai2: 

.95,291950,79150D

;ababD

1

1222211

−=⋅−⋅=
⋅−⋅=

 

Найдем определитель D2 матрицы совокупности коэффициентов bi и ai1: 

.402,5250466,0950,79364,0D

;babaD

2

1222112

−=⋅−⋅−=
⋅−⋅=

 

По найденным D, D1 и D2 установим значения х1 и х2: 

.135,63
83,0

402,52
x;

D

D
x

;084,36
83,0

95,29
x;

D

D
х

2
2

2

1
1

1

=
−

−==

=
−

−==
 

Таким образом, искомое положение точки М (см. рис. 3.2) задано коорди-
натами хм = 36,084 мм, а ум = 63,125 мм. Осуществим проверку правильности 
решения системы. Подставим хм и ум в систему 





+⋅−=
+⋅=

950,79х466,0у

50х364,0у

мм

мм  

и проверим выполнение тождеств: 

.
13485,63135,63

13457,63135,63

;
950,79084,36466,0135,63

50084,36364,0135,63





=
=





+⋅−=
+⋅=

 

Тождества обеспечиваются с погрешностью |Е1| = 0,00043 для первого 
уравнения и |Е2| = 0,00015 для второго уравнения в системе.  

В соответствии с постановкой задачи (см. пример 9) разработаем програм-
му SLU_KRAMER ее решения на языке TURBO PASCAL. 

 
ПРОГРАММА SLU_KRAMER 

(постановка задачи см. пример 9, алгоритм см. рис. 3.1) 
 
Program SLU_KRAMER; 
Uses Crt;  
Label 1; 
Var i, j: Byte; 
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       a1, a2, bb, D, D1, D2, x1, x2, xm, уm, Е1, Е2: Real; 
       A, B : Array[1..5] of Real; 
Begin 
Clrscr; 
1:Writeln(’Введите матрицу А совокупности коэффициентов aij ’); 
For i:=1 To 2 Do Begin 
For i:=1 To 2 Do Begin 
Read(’ ’,a[i,j],’ ’);{a 11 = -0,364, a12 = 1, a21 = 0,466, a22 = 1} 
End;End; 
Writeln(’Введите вектор-столбец В совокупности коэффициентов bi.’); 
For i:=1 To 2 Do Begin 
Read(’ ’,b[i],’ ’);{b 1=50, b2=79,950} 
End; 
a1:=a[1,1]/a[2,1]; 
a2:=a[1,2]/a[2,2]; 
bb:=b[1]/b[2]; 
If (a1=a2) And (a1<> bb) And (a2<>bb) Then 
Begin Writeln(’Система не имеет решения.’); 
End; 
If (a1=a2) And (a1=bb) And (a2=bb) Then Begin  
Writeln(’Система имеет бесчисленное множество решений .’); 
End; 
If (a1<>a2) Then Begin Writeln(’Система имеет единственное решение.’); 
D:=a[1,1]*a[2,2]-a[2,1]*a[1,2]; 
D1:=b[1]*a[2,2]-b[2]*a[1,2]; 
D2:=a[1,1]*b[2]-a[2,1]*b[1]; 
x1:=D1/D; 
x2:=D2/D; 
xm:=x1; 
ym:=x2; 
Writeln(’Координаты точки М: ’); 
Writeln(’xм =’,xm:5:3,’, yм =’,ym:5:3,’.’); 
Writeln(’Погрешность расчета:’); 
E1:=Abs((a[1,1]*x1+a[1,2]*x2)-b[1]); 
E2:=Аbs((a[2,1]*x1+a[2,2]*x2)-b[2]); 
Writeln(’E1 = ’,E1:6:5,’, E2 = ’,E2:6:5,’.’); 
End Else Begin 
Writeln(’Требуется коррекция значений коэффициентов.’); 
Goto 1; End; 
Readkey; 
End. 
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3.3. Метод Гаусса в нахождении технологических параметров  
системы уравнений с линейными характеристиками 

 
Метод Гаусса реализуется в два этапа. На первом этапе (прямой ход) по-

следовательным исключением неизвестных составляется преобразованная эк-
вивалентная система уравнений с треугольной матрицей А совокупности коэф-
фициентов аij, в которой все элементы ниже главной диагонали обращены в 
нуль. При этом одно из уравнений содержит только одну неизвестную хn, а в 
каждом следующем добавляется еще по одной переменной. На втором этапе 
(обратный ход) решается преобразованная система, последовательным опреде-
лением с помощью элементарных вычислений значений неизвестных, начиная с 
хn и заканчивая х1. 

В описательной форме алгоритм реализации метода Гаусса имеет следую-
щую последовательность предписаний: 

1) Среди элементов аij матрицы А, где i, j =1 , …, n, выбирается наиболь-
ший по абсолютной величине элемент аpq. Этот элемент называется главным. 
При этом строка матрицы А с номером р называется главной. Если предполо-
жить, что наибольшим по абсолютной величине является элемент а11, то  
аpq = a11. Если это условие не выполняется, то необходимо поменять местами 
первую строку со строкой р и первый столбец со столбцом q и осуществить со-
ответствующую перенумерацию коэффициентов и неизвестных. 

2) Полученное на предыдущем этапе уравнение системы делят на а11 = аpq: 
,dС...хСх 1n12121 =++⋅+  

где 11j1j1 aaC = , а 1111 abd = . 

3) Осуществляется исключение неизвестной переменной х1 из каждого 
уравнения исходной системы, начиная со второго, путем вычитания уравнения 
со второго этапа, умноженного на коэффициент аi1, где i = 2, …, n, при х1 в со-
ответствующем уравнении. Отбрасывается главная строка и первый столбец 
матрицы А и получается преобразованная система: 

,

dxC...xCxC

....................................................

dxС...хСхС

nnnn33n22n

2nn2323222









=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅
 

где Сij = aij – C1j · ai1; di = bi – d1 · ai1 при I = 2, …, n. 
4) Над системой, полученной на третьем этапе, повторяют операции этапов 

1–3, в результате чего получается система уравнений, содержащая неизвестные 
х3, …, хn. Такие преобразования необходимо продолжать до тех пор, пока не 
получится уравнение с одним неизвестным Сnn · xn = dn. 

5) После объединения всех уравнений, получается система с треугольной 
матрицей, эквивалентная исходной: 
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











=⋅

=⋅++⋅+
=⋅++⋅+⋅+

nnnn

2nn23232

1nn13132121

dxC

.........................................................

dxC...xCx

dxC...xCxCx

. 

6) Реализуется обратный ход, в рамках которого из системы, полученной 
на пятом этапе, неизвестные х1, …, хn определяются в обратном порядке по 
формулам: 

.xC...xCxCdx

..................................

;xCdx

;Cdx

nn131321211

nn,1n1n1n

nnnn

⋅−−⋅−⋅−=

⋅−=
=

−−−  

В сравнении с методом Крамера метод Гаусса можно безболезненно приме-
нять для решения систем, состоящих как из двух, так и более линейных уравне-
ний. Он является простым в своей реализации и легко программируемым. 

Осуществим практическую реализацию метода Гаусса по постановке зада-
чи (см. пример 9). 

РЕШЕНИЕ. В результате ранее выполненных преобразований (см. п. 3.2, 
пример 9) имеем систему, состоящую из двух линейных уравнений: 





=+⋅
=+⋅−

950,79хх466,0

50хх364,0

21

21 , 

в которой 

,
1466,0
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А
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
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

−=
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




=  








=







=

950,79

50

b

b
B

2

1
 и 








=

2

1

x

x
x  – вектор столбец неизвестных. 

Приведем систему линейных уравнений к виду с треугольной матрицей А 
совокупности коэффициентов aij, т. е. 









=

22

1211

а0

аа
А . 

Исключим из второго уравнения системы х1, реализовав прямой ход мето-
да Гаусса. Для этого предварительно умножим первое уравнение на коэффици-
ент « 1121 аа− »: 

,b
а

а
ха

а

а
ха

а

а
1

11

21
212

11

21
111

11

21 ⋅







−=⋅








⋅−+⋅








⋅−  

в результате при известных А и В умеем уравнение: 
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.011,64х280,1х466,0 21 =⋅+⋅−  

В общем виде оно имеет вид: 

.bхаха *
12

*
121

*
11 =⋅+⋅  

Полученное уравнение прибавим к второму исходной системы: 






=⋅+⋅

=⋅+⋅
+

.е.т,bxaxa

;bхаха

*
12

*
121

*
11

2222121
 






=⋅+⋅−
=+⋅

+
.011,64х280,1х466,0

;950,79хх466,0

21

21  

В результате получаем уравнение с исключенной из него переменной х1: 
961,143х280,2 2 =⋅ . 

В общем виде оно имеет вид: 

.bха *
22

*
22 =⋅  

Таким образом, получаем систему уравнений: 





=⋅

=⋅+⋅
*
22

*
22

1212111

bxa

bxaxa
, т. е. 





=⋅
=+⋅−
961,143x280,2

50xx364,0

2

21 , 

в которой матрица А совокупности коэффициентов аij является треугольной: 

.
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аа
А

*
2221
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
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=
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

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
=  

В итоге прямой ход метода Гаусса реализован. 
Найдем неизвестные х1, х2, реализовав обратных ход метода Гаусса. Для 

этого из второго уравнения, полученной системы с треугольной матрицей А, 
определим х2: 

,
a

b
х

*
22

*
2

2 =  

.141,63
280,2
961,143

x2 ==  

При известном значении х2 и подстановке х2 в первое уравнение системы 
определим х1: 

,
a

xab
x

11

2121
1

⋅−=  

.102,36
364,0

141,63150
x1 =

−
⋅−=  
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Таким образом, искомое положение точки М (см. рис. 3.2) будет задано 
координатами: хм = х1 = 36,102 мм, а ум = х2 = 63,141 мм. 

Осуществим проверку правильности решения исходной системы (см. п. 
3.2, пример 9): 





+⋅−=
+⋅=

950,79х466,0у

50х364,0у

мм

мм . 

Подставим хм и ум в эту систему и проверим выполнение тождеств: 

.
141,63141,63

141,63141,63

;
950,79102,36466,0141,63

50102,36364,0141,63


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

=
=





+⋅−=
+⋅=

 

Тождества обеспечиваются с погрешностью |E1| = 0 для первого уравнения 
и |Е2| = 0 для второго уравнения в системе. В сравнении с методом Крамера (см. 
п. 3.2, пример 9) метод Гаусса обеспечил более высокую точность решения сис-
темы. 

Разработаем блок-схему алгоритма решения поставленной задачи методом 
Гаусса (рис. 3.3) и программу SLU_GAUSS на языке TURBO PASCAL. 

 
ПРОГРАММА SLU_GAUSS 

(постановка задачи см. пример 9, алгоритм см. рис. 3.3) 
Program SLU_GAUSS; 
Uses crt; 
Label 1; 
Var i, j: Byte; 
       D, a11z, a12z, b1z, a22z, b2z, x2, x1, xm, ym, E1, E2: Real; 
       A,B: Array[1..5] Of Real; 
Begin 
Clrscr; 
1: Writeln (‘Введите матрицу А совокупности коэффициентов аij.’); 
For i:=1 To 2 Do Begin 
For i:=1 To 2 Do Begin 
Read (’ ’, a[i,j],’ ’);{a11 = -0,364, a12 = 1, a21 = 0,466, a22 = 1} 
End; End; 
Writeln (’Введите вектор-столбец В совокупности коэффициентов bi.’); 
For i:=1 To 2 Do Begin 
Read (’ ’,b[i],’ ’); {b 1 = 50, b2 = 79,950} 
End; 
D:=(a[1,1]*a[2,2])-(a[2,1]*a[1,2]); 
If D=0 Then Begin 
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E2=|(a[2,1]·xм+b[2])-yм| 
 

Погрешность 
решения: Е1, Е2 

Конец 

Рис. 3.3. Блок-схема алгоритма метода Гаусса (постановка задачи см. пример 9) 
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Write (’Система не имеет решения или имеет ’); 
Writeln (’ бесчисленное множество решений.’); 
End; 
If D<>0 Then Begin 
Writeln (’Система имеет единственное решение.’); 
a11z:=(-1*(a[2,1]/a[1,1]))*a[1,1]; 
a12z:=(-1*(a[2,1]/a[1,1]))*a[1,2]; 
b1z:=(-1*(a[2,1]/a[1,1]))*b[1]; 
a22z:=a12z+a[2,2]; 
b2z:=b1z+b[2]; 
x2:=b2z/a22z; 
x1:=(b[1]-a[1,2]*x2)/a[1,1]; 
xm:=x1; ym:=x2; 
Write (’Координаты точки М: ’); 
Writeln (’xм =’, xm:5:3,’,ум =’,ym:5:3,’.’); 
Write (’Погрешность расчета: ’); 
E1:=Abs((a[1,1]*xm+b[1])-ym); 
E2:=Abs((a[2,1]*xm+b[2])-ym); 
Writeln(’E1= ’, E1:6:5, ’ ,E2= ’,E2:6:5,’.’); 
End Else Begin 
Writeln(’Требуется коррекция значений коэффициентов.’); 
Goto 1; End; 
Readkey; 
End. 
 
 

3.4. Метод Зейделя в нахождении технологических параметров  
системы уравнений с линейными характеристиками 

 
Пусть нам дана система линейных уравнений: 













=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅

nnij22i11i

2nj2222121

1nj1212111

bxa...xaxa

.................................

bxa...xaxa

bxa...xaxa

KKKK

. 

Необходимо эту систему линейных уравнений разрешить относительно 
неизвестных х1, …, хn, т. е. привести ее к виду: 
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









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11

1

. 

После выполнения преобразований устанавливается вектор начального 

приближения { })0(
n

)0(
2

)0(
1

)0( х,...,х,хх = . Этот вектор может быть выбран произ-

вольно, однако необходимо использовать всю имеющуюся информацию о сис-
теме уравнений, чтобы х(0) располагался как можно ближе к точному решению 
системы. При отсутствии такой информации этот вектор можно задать нулевым 

).х...,,0х,0х( )0(
n

)0(
2

)0(
1 ==  Определившись с начальным приближением, реа-

лизуется первая итерация. В рамках которой находятся уточненные значения 
неизвестных хi: 
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1
x
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−−− ⋅−−⋅−⋅−⋅=

⋅−−⋅−⋅=

⋅−−⋅−⋅=

 

и проверяется выполнение условий: 

,E|xx|

;E|xx|

;E|xx|

)0(
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)1(
n

)0(
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)1(
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где Е – точность вычислений. В случае выполнения этих условий искомое ре-
шение системы линейных уравнений будет иметь вид: 

.xx

.............

;xx

;xx

)1(
nn

)1(
22

)1(
11

=

=

=

 

В противном случае, необходимо продолжить процесс уточнения значений 
вектор – столбца неизвестных хi реализаций последующих итераций. 
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Предположим, что условия не выполнились, следовательно, реализуем 
вторую итерацию. В рамках этой итерации в качестве начальных выбирается 

вектор { })1(
n

)1(
2

)1(
1

)1( x,...,x,xx = , полученный с предыдущей итерации, и находятся 

уточненные значения неизвестных хi: 
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и вновь проверяется выполнение условий: 
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Предположим, что условия выполняются, тогда искомое решение системы 
будет определено значениями хi вектора х, полученных в рамках реализации 
второй итерации: 
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В общем случае, каждое К приближение для К итерации определяют по 
формулам: 
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Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока все )к(
iх  не станут 

достаточно близкими к )1к(
iх

− . Итерации прекращаются при выполнении условий: 



 53

.E|xx|

;E|xx|

;E|xx|

)1к(
n

)к(
n

)1к(
2

)к(
2

)1к(
1

)к(
1

≤−

≤−

≤−

−

−

−

KKKKKKK

 

Метод Зейделя является одним из широко применяемых и легко програм-
мируемых в группе итерационных методов. 

Осуществим практическую реализацию метода Зейделя по постановке за-
дачи (см. пример 9). Разработаем блок-схему алгоритма (рис. 3.4) и программу 
SLU_ZEIDEL на языке TURBO PASCAL для решения системы: 





=+⋅
=+⋅−

950,79хх466,0

50хх364,0

21

21 , 

которая была получена в результате ранее выполненных преобразований (см. п. 
3.2, пример 9), где х1 соответствует координате хм, а х2 координате ум положе-
ния точки М (см. рис. 3.2). 
 

ПРОГРАММА SLU_ZEIDEL 
(постановка задачи см. пример 9, алгоритм см. рис. 3.4) 

Program SLU_ZEIDEL; 
Uses crt; 
Label 1; 
Var i, j: Byte; 
       D, E, E1, E2, C1, C2, x1, x2, xm, ym, Del1,Del2: Real; 
       A,B Array[1..5] Of Real; 
Begin 
Clrscr; 
1: Writeln (’Введите матрицу А совокупности элементов аij ’); 
For i:=1 To 2 Do Begin 
For j:=1 To 2 Do Begin 
Read (’ ’,a[i,j],’ ’); {a11 = -0,364, a12 = 1, a21 = 0,466, a22 = 1} 
End; End; 
Writeln (’ Введите вектор-столбец В совокупности коэффициентов bi. ’); 
For i:=1 To 2 Do Begin 
Read (’ ’,b[i,],’ ’); {b 1 = 50, b2 = 79,950} 
End; 
D:=(a[1,1]*a[2,2])*-(a[2,1]*a[1,2]);  
If D=0 Then Begin 
Write (’Система не имеет решения или имеет’); 
Writeln (’ бесчисленное множество решений.’); 
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Рис. 3.4. Блок-схема алгоритма метода Зейделя (постановка задачи см. пример 9) 
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End; 
If D<>0 Then Begin 
Writeln (’Система имеет единственное решение.’); 
Write (’Задайте точность расчета Е:’); 
Readln (E); {E=0,001} 
Write(’Введите начальное приближение  х10:’); 
Readln(C1); {x10≈xm=36 (см. рис. 3.2)} 
Write (’Введите начальное приближение х20:’); 
Readln (C2); {x20≈ym=63 (см. рис. 3.2)} 
Repeat 
x1:=(1/a[1,1])*(b[1]-a[1,2]*C2); 
x1:=(1/a[2,2])*(b[2]-a[2,1]*x1); 
Del1:=Abs(x1-C1); 
Del2:=Abs(x2-C1); 
C1:=x1; 
C2:=x2; 
Until (Del1<=E) And (Del2<=E); 
xm:=x1; 
ym:=x2; 
Write (’Координаты точки М:’); 
Writeln (’хм = ’,xm:5:3,’, ум = ’,ym:5:3’.’); 
Write(’Погрешность расчета:’); 
E1:=Abs((a[1,1]*xm+b[1])-ym); 
E2:=Abs((a[2,1]*xm+b[2])-ym); 
Writeln(’E1 = ’,E1:6:5,’, E2 = ’,E2:6:5,’.’); 
End Else Begin 
Writeln (’Требуется коррекция коэффициентов.’); 
Goto 1; End; 
Readkey; 
End.  
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4.  АППРОКСИМАЦИЯ  ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ  
ПАРАМЕТРОВ  В  ЗАДАЧАХ  МАШИНОСТРОЕНИЯ 

 
 

4.1. Основные понятия 
 

Аппроксимация – это замена исходной зависимости )x(fy = , устанавли-

вающей связь входного параметра x с выходным параметром y, которая может 
быть задана в явном виде через формулу или в виде таблицы со множеством 
значений }y,x{ ii , приближенной к ней вида )x(y ϕ=  с заданной точностью. За-

висимость )x(y ϕ= , заменяющая исходную )x(fy = , называется аппроксима-

ционной. К аппроксимации прибегают в случаях, например, когда исходная за-
висимость )x(fy =  представлена в виде сложной формулы, в записи которой 

используются нестандартные функции, нахождение значений которых требует 
больших затрат времени или вообще исключается, исходя из возможностей 
языка программирования, при решении задачи с помощью ЭВМ, а также, когда 
зависимость )x(fy =  является точечной и задана в виде таблицы со множест-

вом значений }y,x{ ii , при этом необходимо найти приближенное значение вы-

ходного параметра у при *x , не совпадающем по своему значению не с одним 

из ix  таблицы, т. е. 1i
*

i xxx +<< . В случае, когда )x(fy =  выражается форму-

лой, для аппроксимации этой формулы могут использоваться различные ряды, 
например, показательные и степенные или многочленые, например, ортого-
нальные, а при табличном представлении )x(fy =  для аппроксимации исполь-

зуется интерполирование с помощью различных интерполяционных многочле-
нов, например, линейных при линейном интерполировании, параболических 
при параболической (квадратичной) интерполяции, многочленов Лагранжа, 
многочленов Ньютона. Кроме этого, может осуществляться интерполирование 
кубическими сплайн-функциями. Если приближение )x(y ϕ=  к )x(fy =  стро-

ится на заданном множестве точек ix , то аппроксимация называется точечной. 

Независимо от вида интерполяционного многочлена при точечной аппроксима-
ции интерполяция может быть глобальной и локальной. 

При глобальной интерполяции интерполяционный многочлен )x(y ϕ=  ис-

пользуется для точечной аппроксимации )x(fy =  на всем рассматриваемом ин-

тервале изменение аргумента x (рис. 4.1), а при локальной интерполяции ин-
терполяционный многочлен )x(y ϕ=  используется для точечной аппроксима-

ции )x(fy =  на некотором интервале изменения аргумента x от ix  до 1ix + , кро-

ме того интерполяционных многочленов может быть несколько (рис. 4.2). При 
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прочих равных условиях меньшую погрешность аппроксимации обеспечивает 
локальная интерполяция. Интерполяционный многочлен )x(y ϕ=  должен зада-

ваться таким, чтобы обеспечивалась близость его расположения относительно 
исходной зависимости )x(fy = . 

Близость расположения )x(y ϕ=  относительно )x(fy =  оценивается сред-

неквадратичным приближением. Мерой отклонения многочлена )x(y ϕ=  от за-

данной зависимости )x(fy =  на множестве точек }y,x{ ii  при среднеквадратич-

ном приближении является величина S: 

∑
=

−ϕ=
n

1i

2
ii ))x(f)x((S ,     (9) 

 

                       
Рис. 4.1. Глобальная интерполяция: 1 – аппроксимационная зависимость, представленная  

в виде интерполяционного многочлена )x(y ϕ= ; 2 – исходная зависимость )x(fy = ,  

представленная в виде точечной 
 

                                
Рис. 4.2. Локальная интерполяция: 1 – 5 – аппроксимационные зависимости, представленные 
в виде интерполяционных многочленов, соответственно, )x(y 1ϕ= , )x(y 2ϕ= , )x(y 3ϕ= , 

)x(y 4ϕ= , )x(y 5ϕ= ; 6 – исходная зависимость )x(fy = , представленная в виде точечной  

6 

1 

2 3 

4 

5 

1y  

2y  

3y
 

iy  

      

nу

  1x     2x          3x       ix   1ix + nx     x 

y 

1iy +  

2 

1(условно прямая) 

1y  

2y  

iy  

      

nу

1iy +  

  1x       2x      3x         ix  1ix + nx      x   

3y  

y 



 58

2 

1 

3 
4 

2
3

)2(
3

2
2

)2(
2

2
1

)2(
1

)2(
1 )yy()yy()yy(S −+−+−=

для )x(y 1ϕ=  

2
3

)3(
3

2
2

)3(
2

2
1

)3(
1

)3(
2 )yy()yy()yy(S −+−+−=

для )x(y 2ϕ=  

2
3

)4(
32

)4(
2

2
1

)4(
1

)4(
3 )yy()yy()yy(S −+−+−=

для )x(y 3ϕ=  

 

т. е. находится сумма квадратов разностей между значениями многочлена и ис-
ходной зависимости в данных точках от i = 1 до i = n. Значение S должно стре-
миться к своему минимуму, т. е. к нулю. Для того, чтобы найти минимальное 
значение S необходимо задать несколько интерполяционных многочленов на 
рассматриваемой области значений аргумента x, после чего для каждого случая 
определить 1S , 2S , 3S , …, nS . Среди найденных iS  методом сравнения найти S 
с наименьшим значением и окончательно выбрать тот интерполяционный мно-
гочлен, при котором и получено минимальное значение S. Все вышесказанное 
можно пояснить с помощью рис. 4.3. Предположим, опираясь на рис. 4.3, что 
наименьшее значение S обеспечивается для второго варианта аппроксимацион-
ной зависимости, представленной в виде интерполяционного многочлена 

)x(y 2ϕ=  (кривая 3), т. е. 0S )3(
2 ≈ . Исходя из этого, зависимость )x(y 2ϕ=  мож-

но выбрать в качестве искомой. Используя эту аппроксимационную зависи-
мость можно определить приближенные значения исходной зависимости 

)x(fy = , заданной в виде точечной, с наименьшей погрешностью при непре-
рывном изменении x от х1 до х3. 
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Рис. 4.3. Расчетная схема к нахождению минимального значения S и установления  
аппроксимационной зависимости: 1 – исходная зависимость, представленная в виде  

точечной )x(fy = : }x,x,x{x 321= , }y,y,y{y 321= ; 2 – первый вариант аппроксимационной 

зависимости, представленной в виде интерполяционного многочлена )x(y 1ϕ= ; 3 – второй 
вариант аппроксимационной зависимости, представленной в виде интерполяционного  

многочлена )x(y 2ϕ= ; 4 – третий вариант аппроксимационной зависимости, представленной 

в виде интерполяционного многочлена )x(y 3ϕ=  (реализуется глобальная интерполяция,  

графики интерполяционных многочленов 2,3,4 условно показаны прямыми) 
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4.2. Использование рядов и многочленов для аппроксимации  
технологических параметров 

 
В ряде случаев при решении задач машиностроения возникает необходи-

мость вычисления значений различных тригонометрических, показательных, 
логарифмических функций. В том случае, если значения этих функций нужно 
вычислить на ЭВМ, используют аппроксимацию таких функций ортогональ-
ными многочленами, степенными и показательными рядами. Рассмотрим не-
сколько примеров аппроксимации функций ортогональными многочленами 
(таблица 4.1), степенными и показательными рядами (таблица 4.2).  

 

Таблица 4.1 
 

Аппроксимация функций ортогональными многочленами 
 

Исходная  
зависимость )x(fy =  

Аппроксимационная зависимость )x(y ϕ=  
Наибольшая 
абсолютная 
погрешность 

1 2 3 
xe−  

( )2lnx0 ≤≤  

4
4

2
21 xaxaxa1 ⋅++⋅+⋅+ K  

( 9998684,0a1 −= , 4982926,0a2 = ,

1595332,0a3 −= , 0293641,0a4 = ) 

5103 −⋅  

x10  
( )1x0 ≤≤  

( )24
4

2
21 xaxaxa1 ⋅++⋅+⋅+ K  

( 1499196,1a1 = , 6774323,0a2 = ,

2080030,0a3 = , 1268089,0a4 = ) 

4107 −⋅  

( )
x

xsin
 








 π≤≤
2

x0  

4
4

2
2 xaxa1 ⋅+⋅+  

( 16605,0a2 −= , 00761,0a4 = ) 

4102 −⋅  

( )xcos  








 π≤≤
2

x0  

4
4

2
2 xaxa1 ⋅+⋅+  

( 49670,0a2 −= , 03705,0a4 = ) 

4109 −⋅  

( )
x

xtg
 








 π≤≤
4

x0  

4
4

2
2 xaxa1 ⋅+⋅+  

( 31755,0a2 = , 20330,0a4 = ) 

3101 −⋅  

( )xarcsin ( )1x0 ≤≤  ( )3
310 xaxaax1

2
⋅++⋅+⋅−−π

K  

( 5707288,1a0 = , 2121144,0a1 −= ,

0742610,0a2 = , 0187293,0a3 −= ) 

5105 −⋅  
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Окончание табл. 4.1 
 

1 2 3 

( )xlg








 ≤≤ 10x
10

1
 

3
31 tata ⋅+⋅  

(
1x

1x
t

+
−= , 86304,0a1 = , 36415,0a1 = ) 

4106 −⋅  

( )xarctg ( )1x1 ≤≤−  
2x28,01

x

⋅+
 

3105 −⋅  

 

Таблица 4.2. 
 

Аппроксимация функций степенными и показательными рядами,  
соотношения между функциями  

 

Исходная зависимость 
)x(fy =  

Аппроксимационная зависимость )x(y ϕ=  Примечание 

1 2 3 
( )xsin  

K+−+−
!7

x

!5

x

!3

x
x

753

 
∞<x  

( )xcos  
K+−+−

!6

x

!4

x

!2

x
1

642

 
∞<x  

xe  
K+++++

!4

x

!3

x

!2

x
x1

432

 
∞<x  

( )xsh  
K++++

!7

x

!5

x

!3

x
x

753

 
∞<x  

( )xch  
K++++

!6

x

!4

x

!2

x
1

642

 
∞<x  

( )x1ln +  
K−+−+−

!5

x

!4

x

!3

x

!2

x
x

5432

 
1x <  

( )xarcsin  
K+⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅+

7

x

6

5

4

3

2

1

5

x

4

3

2

1

3

x

2

1
x

753

 
1x <  

( )xarsh  
K+⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅−

7

x

6

5

4

3

2

1

5

x

4

3

2

1

3

x

2

1
x

753

 
1x <  

( )xarctg  
 

K+−+−
7

x

5

x

3

x
x

753

 
1x <  

( )xarth  
K+++

5

x

3

x
x

53

 
1x <  

( )xtg  
K+⋅+⋅+⋅+ 753 x

315

17
x

15

2
x

3

1
x  

2
x

π<  
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Окончание табл. 4.2 
 

1 2 3 

( )xсtg  
K−⋅−⋅−⋅− 53 x

945

2
x

45

1
x

3

1

x

1
 

π<x  

( )xсh  

2

ee xx −+
 

_ 

( )xsh  

2

ee xx −−
 

_ 

xe  ( ) ( )xshxch +  _ 
xe−  ( ) ( )xshxch −  _ 

( )xarccos  ( )2x1ixlni −⋅+⋅−  _ 

( )xarcsin  ( )2x1xilni −+⋅⋅−  _ 

( )xarctg  









⋅−
⋅+⋅−
xi1
xi1

ln
2
i

 
_ 

( )xarcctg  









+⋅
−⋅⋅−

1xi
1xi

ln
2
i

 
_ 

( )xth  ( )
( )xch

xsh
 

_ 

( )xcth  ( )
( )xsh

xch
 

_ 

 
Пример 10. Определить технологические размеры угловой впадины на по-

верхности заготовки с помощью мерного ролика в соответствии с расчетной 
схемой, представленной на рис. 4.4. 

РЕШЕНИЕ. Опираясь на расчетную схему (см. рис. 4.4), искомые значе-
ния глубины угловой впадины Б и расстояния от дна угловой впадины до вы-
ступающей части ролика В можно рассчитать по следующим зависимостям: 

( );ctgАБ α⋅=  
















α+⋅⋅=
2

ctg1D5,0В . 

Учитывая то, что вычислительный процесс предлагается автоматизировать 
и искомые Б и В определить с помощью программы на языке TURBO PASCAL, 
необходимо осуществить аппроксимацию функции ( )αctg  (см. табл. 4.2), так 

как эта функция не зарезервирована выше обозначенным языком программиро-
вания. В результате, расчетные зависимости  по определению Б и В можно 
представить следующим образом: 
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Рис. 4.4. Расчетная схема: 1 – заготовка; 2 – мерный ролик; A – ширина угловой впадины, мм 
(известная величина); D – диаметр мерного ролика, мм (известная величина); α – угол накло-
на боковой поверхности угловой впадины, град. (известная величина); Б – глубина угловой 
впадины, мм (искомая величина); В – расстояние от дна угловой впадины до выступающей 

части ролика, мм (искомая величина) 
 
 

;
945
2

45
1

3
11

AБ 53*







 α⋅−α⋅−α⋅−
α

⋅=  

( ) ( ) ( ) ,2945
2

245
1

23
1

2

1
1D5,0В

53*














α⋅−α⋅−α⋅−α+⋅⋅=  

где α в рад. 

Пусть A = 20 мм, D = 15 мм, а ,45o=α  тогда при расчете Б и В по зависи-

мостям без использования аппроксимации функции ( )αctg  получим: 

( ) 2045ctg20Б =⋅= o  мм; 

606,252
45ctg1155,0В =






 





+⋅⋅=

o

 мм. 

При расчете Б и В по зависимостям с использованием аппроксимации 
функции ( )αctg  получим: 

=






 ⋅−⋅−⋅−⋅= 53* 785,0
945
2

785,0
45
1

785,0
3
1

785,0
1

20Б  

( ) 008,200006,0011,0262,0274,120 =−−−⋅=  мм; 

=






 ⋅−⋅−⋅−+⋅⋅= 53* 393,0
945
2

393,0
45
1

393,0
3
1

393,0
1

1155,0В  

( ) 595,25000019,00013,0131,0545,215,7 =−−−+⋅=  мм. 

2 

Б
 

В
 

А 

1 

α 

D 
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Таким образом, относительная погрешность аппроксимации при нахожде-
нии Б составит равной: 

%;100
Б

ББ *

Б ⋅−=ξ  

%,04,0%100
20

008,2020
Б −=⋅−=ξ  

а при нахождении В: 

%;100
В

ВВ *

В ⋅−=ξ  

%043,0%100
606,25

595,25606,25
В =⋅−=ξ . 

В соответствии с постановкой задачи (см. пример 10) разработаем алго-
ритм (рис. 4.5) и программу TEX_RAZMER ее решения на языке TURBO 
PASCAL. 

 
 

Рис. 4.5. Блок-схема алгоритма нахождения технологических размеров угловой впадины на 
поверхности заготовки с помощью мерного ролика (постановка задачи см. пример 10,  

расчетная схема см. рис. 4.4) 

Определение угла наклона поверхности угло-
вой впадины, рад. 

Ввод значения диаметра мерного ролика, 
мм: D = 15 мм 

Ввод значения угла наклона боковой поверхно-
сти угловой впадины, град.: o45=α  

Ввод значения ширины угловой впадины, 
мм: A = 20 мм 

Начало 

Ввод 
А 

Ввод 
D 

Ввод 
α 

( ) 180π⋅α=α  

;
945

2

45

1

3

11
AБ 53*








 α⋅−α⋅−α⋅−
α

⋅=

 

( ) ( ) ( ) ,2945

2
245

1
23

1

2

1
1D5,0В

53
*














α⋅−α⋅−α⋅−

α
+⋅⋅=  

Вывод 
** В,Б  

Конец 

Расчет глубины угловой впадины с 
использованием аппроксимации 
функции ( )αctg , мм 
Расчет расстояния от дна угловой 
впадины до выступающей части ро-
лика с использованием аппроксима-
ции функции ( )αctg , мм 

Результат расчета 
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Программа TEX_RAZMER 
(постановка задачи см. пример 10, алгоритм см. рис. 4.5) 

 
Program TEX_RAZMER; 
Uses crt; 
Var A, D, AL, G, R, AL1: Real; 
Begin 
Clrscr; 
Write(’Введите значение ширины угловой впадины A в мм:’); 
Readln(A); 
Write (’Введите значение диаметра мерного ролика’); 
Writeln (’ D в мм (D < A):’); 
Readln(D); 
Write(’Введите значение угла наклона боковой’); 
Write (’ поверхности угловой впадины Альфа в град.:’); 
Writeln (’ (0 < Альфа < 90):’); 
Readln(AL1); 
AL:=(AL1*pi)/180; { Перевод градусов в радианы} 
G:=A*((1/AL)-((1/3*AL)-((1/45)*AL*Sqr(AL))-((2/945) *Sqr(AL)*Sqr(AL)*AL)); 
{Расчет параметра Б*} 
R:=0.5*D*(1+(1/(AL/2))-((1/3)*(AL/2))-((1/45)*(AL/2)*Sqr(AL/2))- 
-((2/945)*Sqr(AL/2)*Sqr(AL/2)*(AL/2))); {Расчет параметра В*} 
Writeln(’При A = ’,A:5:3,’ мм, D = ’,D:5:3,’ мм и Альфа = ’,AL1:5:1,’ град – Б*= 
’,G:5:3,’ мм и В* = ’, R:5:3,’ мм.’); 
Readkey; 
End. 
 
 

4.3. Использование интерполирования для нахождения  
выходных параметров технологических систем 

 
Интерполирование осуществляется в тех случаях, когда, например, необ-

ходимо найти приближенное значение выходного параметра *y  технологиче-

ской системы по известной зависимости )x(fy = , являющейся точечной и за-

данной в виде таблицы со множеством значений }y,x{ ii , полученных, напри-

мер, экспериментально. Причем, речь идет о нахождении *y  при  таком значе-

нии *x , которое не совпадает ни с одним из значений ix  таблицы. 
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Из ранее обозначенных видов интерполирования (см. п. 4.1) широко при-
меняется интерполирование линейными многочленами, параболическими мно-
гочленами и многочленами Ньютона.  

При линейном интерполировании искомое значение выходного параметра 
*y  технологической системы определяется из уравнения прямой (рис. 4.6): 

                                           ,bxay i
*

i
* +⋅=      (10) 

где ia  – угловой коэффициент прямой, проходящей через две соседние точки 

точечной зависимости )x(fy =  с координатами ( )ii y,x  и ( )1i1i y,x −−  с учетом 

выполнения условия i
*

1i xxx <<− : 

;
xx

yy
a

1ii

1ii
i

−

−

−
−=  

ib  – коэффициент смещения прямой: 

.xayb 1ii1ii −− ⋅−=  

Таким образом, при реализации линейной интерполяции сначала необхо-
димо определить интервал, в который попадает заданное значение аргумента 

*x , а затем подставив его в формулу (10) уравнения прямой, при известных ia  

и ib  найти приближенное значение выходного параметра *y .  

При параболическом интерполировании искомое значение выходного па-

раметра *y  определяется из уравнения параболы (рис. 4.7): 

                                         ,cxbxay i
*

i
*

i
* 2

+⋅+⋅=                                         (11) 

 

                             
Рис. 4.6. Расчетная схема к нахождению приближенного значения выходного параметра *y  

при линейном локальном интерполировании: 1 – исходная зависимость )x(fy = ,  

представленная в виде точечной; 2 – аппроксимационная зависимость )x(y ϕ= ,  

описываемая уравнением прямой (линейный многочлен) на заданном отрезке  

от 1ix −  до ix , содержащем *x  

1x        1ix −  *x  ix               nx     x 

ny  
iy  
*y  

1iy −  

1y  

2 
1 

y 
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где *x  должно находится в интервале ,xxx 1i
*

1i +− ≤≤  а коэффициенты ia , ib , iс  

определяются из условия прохождения параболы через точки  ( )1i1i y,x −− , 

( )ii y,x , ( )1i1i y,x ++  точечной зависимости )x(fy = : 










=+⋅+⋅

=+⋅+⋅

=+⋅+⋅

+++

−−−

1ii1ii
2

1ii

iiii
2
ii

1ii1ii
2

1ii

ycxbxa

ycxbxa

ycxbxa

. 

Решив систему относительно ia , ib , iс  и подставив эти коэффициенты в 

уравнение (11), в итоге получим: 

                                           ,CxBxAy *** 2

+⋅+⋅=                                       (12) 

где 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;
xxxxxx

xxyyxxyy
A

1i1ii1ii1i

i1ii1ii1ii1i

−+−+

+−−+

−⋅−⋅−
−⋅−−−⋅−=  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ;

xxxxxx

xxyyxxyy
B

1i1ii1ii1i

2
i

2
1ii1i

2
i

2
1ii1i

−++−

−++−

−⋅−⋅−
−⋅−−−⋅−=  

 

.xBxAyC i
2
ii ⋅−⋅−=  

Таким образом, при реализации параболической интерполяции сначала не-
обходимо определить интервал, в который попадает заданное значение аргу-

мента (входного параметра) *x , а затем, подставив его в формулу (12) уравне-

ния параболы, при известных A, B и C найти приближенное значение *y . 

                               
Рис. 4.7. Расчетная схема к нахождению приближенного значения выходного параметра *y  
при параболическом локальном интерполировании: 1 – исходная зависимость )x(fy = , пред-

ставленная в виде точечной; 2 – аппроксимационная зависимость )x(y ϕ= ,  

описываемая уравнением параболы (параболический многочлен) на заданном  

отрезке от 1ix −  до 1ix + , содержащем *x  

1ix −          ix *x    1ix +        nx     x 

1iy +  

*y  

iy  

1iy −

 

2 
1 

ny  

y 
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При интерполировании многочленом Ньютона значение выходного пара-

метра *y  определяется из уравнения многочлена Ньютона (рис. 4.8): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

)n(
i

)2()1(
i

* y
!n

1nt3t2t1tt
y

!2
1tt

ytyy i ∆⋅+−⋅⋅−⋅−⋅−⋅+∆⋅−⋅+∆⋅+= K
, (13) 

где ( ) ,hxxt i
* −=  при i

*
1i xxx ≤≤−  и шаге 1ii xxh −−=  – величина неизменная 

( )1ii2312 xxxxxx −−==−=− K ; 

i
)n(

i
)2(

i
)1( y,,y,y ∆∆∆ K  – разности соответственно первого, второго и n-го поряд-

ков: ,yyy 1iii
)1(

−−=∆  K,yyy i
)1(

1i
)1(

i
)2( ∆−∆=∆ + , ;yyy i

)1n(
1i

)1n(
i

)n( −
+

− ∆−∆=∆  n – 

число точек точечной зависимости )x(fy = . 

Таким образом, при реализации интерполяции многочленом Ньютона сна-
чала необходимо определить интервал, в которой попадает заданное значение 

аргумента *x , а затем, подставив его в формулу (13) уравнения многочлена 
Ньютона, при известных разностях соответствующих порядков найти прибли-

женное значение *y . 

Осуществим практическую реализацию точечной аппроксимации при ло-
кальном линейном интерполировании по постановке задачи (пример 11). 

Пример 11. Известна закономерность изменения шероховатости обраба-
тываемой поверхности заготовки при сверлении aR  от скорости резания V, по-

лученная в результате проведенных экспериментальных исследований и пред-
ставленная в виде таблицы: 

 
 

                                 
Рис. 4.8. Расчетная схема к нахождению приближенного значения выходного параметра *y  

при локальном интерполировании многочленом Ньютона: 1 – исходная зависимость )x(fy = , 

представленная в виде точечной; 2 – аппроксимационная зависимость )x(y ϕ= , описываемая 

многочленом Ньютона (кривая) на заданном отрезке от 1ix −  до ix , содержащем *x  

 

  1x          1ix −
*x   ix           nx     x 

iy  

ny  

1iy −  

1y  

2 
1 y 

*y  
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№ опыта 1 2 3 4 5 

мин
м,V  12 14 16 18 20 

мкм,Ra  6,23 6,31 6,45 6,52 6,60 

 
где aR  – среднее арифметическое отклонение микронеровностей профиля, мкм; 

V – скорость резания при сверлении, минм ; диаметр сверла d: d = 12 мм; по-

дача сверла S: 10,0S= обмм . Также известна исходная зависимость ( )VfRa = : 
41,012,025,0

a SVd36,6R ⋅⋅⋅= , 

полученная по результатам теоретико-экспериментальных исследований. Адек-
ватность этой зависимости доказана. 

Необходимо определить приближенное значение *
aR  при минм15V * = , 

реализовав локальную линейную интерполяцию точечной зависимости, пред-
ставленной в виде таблицы, и установить величину погрешности аппроксима-

ции в нахождении искомого значения *
aR . 

РЕШЕНИЕ. Из табличных значений зависимости ( )VfRa =  видно, что 

минм15V * =  попадает в интервал скорости резания при сверлении от 

минм14V2 =  до минм16V3 = , следовательно, воспользовавшись уравнением 

(10), запишем: 

,bVaR 3
*

3
*
a +⋅=  

где 3a  – угловой коэффициент прямой, проходящей через две соседние точки то-

чечной зависимости ( )VfRa =  с координатами ( )
3a3 R,V  и ( )

2a2 R,V  (рис. 4.9): 

;
VV

RR
a

23

aa
3

23

−
−

=  

;07,0
1416

31,645,6
a3 =

−
−=  

3b  – коэффициент смещения прямой, проходящей через те же точки ( )
3a3 R,V  и 

( )
2a2 R,V : 

;VaRb 23a3 2
⋅−=  

.33,51407,031,6b3 =⋅−=  

В результате: 

33,5V07,0R **
a +⋅=  

и при минм15V * = : 

380,633,51507,0R*
a =+⋅=  мкм. 
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Рис. 4.9. Зависимость изменения шероховатости aR  от скорости резания V при сверлении: 

1 – исходная зависимость ( )VfRa = , представленная в виде точечной; 2 – аппроксимацион-

ная зависимость ( )VRa ϕ= , описываемая уравнением прямой на отрезке от 14 до 16 минм ; 

d = 12 мм; S = 0,10 обмм  
 

Определим наиболее близкое к точному значение aR  при минм15V * = : 

372,610,0151236,6R 41,012,025,0
a =⋅⋅⋅=  мкм. 

Найдем абсолютную и относительную погрешность точечной аппроксима-
ции при локальном линейном интерполировании: 

;RRR *
aaa −=

∆
 

008,0380,6372,6Ra −=−=
∆

 мкм; 

;100
R

RR

a

*
aa

Ra
⋅−=ξ  

%.13,0100
372,6

380,6372,6
aR −=⋅−=ξ  

Независимо от вида интерполирования уменьшить погрешность аппрок-
симации можно за счет уменьшения величины шага изменения входного пара-
метра. В нашем случае скорости резания при сверлении V, т. е. 

minVV hh → , где 

0h
minV ≈ . 

Для наглядности определим *
aR  при параболической интерполяции и  ин-

терполяции многочленом Ньютона. 
 

1 2 

aR  

6,6 
мкм 

6,5 

6,4 

6,3 

6,2 

0               12             14      15     16             18 минм  20 

V 
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При параболической интерполяции, опираясь на зависимость (11): 

,CVBVAR ***
a

2

+⋅+⋅=  

где  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;
VVVVVV

VVRRVVRR
A

132123

23aa21aa 2123

−⋅−⋅−
−⋅−−−⋅−

=  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;0275,0
121614121416

141631,623,6141231,645,6
A −=

−⋅−⋅−
−⋅−−−⋅−=  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ;

VVVVVV

VVRRVVRR
В

132321

2
2

2
1aa

2
2

2
3aa 2321

−⋅−⋅−
−⋅−−−⋅−

=  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ;155,0

121614161412

141231,645,6141631,623,6
B

2222

−=
−⋅−⋅−

−⋅−−−⋅−=  

;VBVARC 2
2
2a2

⋅−⋅−=  

( ) ( ) .87,1314155,0140275,031,6C 2 =⋅−−⋅−−=  
В результате: 

87,13V155,0V0275,0R ***
a

2

+⋅−⋅−=  

и при минм15V * = : 

375,687,1315155,0150275,0R 2*
a =+⋅−⋅−=  мкм. 

Определим абсолютную и относительную погрешность точечной аппрок-
симации при локальном параболическом интерполировании: 

003,0375,6372,6Ra −=−=
∆

 мкм; 

%.05,0100
372,6

375,6372,6
aR −=⋅−=ξ  

Погрешность аппроксимации уменьшилась примерно в два раза. 
При интерполяции многочленом Ньютона, опираясь на зависимость (13): 

( ) ( ) ( )
,R

!3

2t1tt
R

!2

1tt
RtRR

2222 a
)3(

a
)2(

a
)1(

a
*
a ∆⋅−⋅−⋅+∆⋅−⋅+∆⋅+=  

где ,
h

VV
t 2

* −=  ,VVh 23 −=  
232 aaa

)1( RRR −=∆ , 
232 a

)1(
a

)1(
a

)2( RRR ∆−∆=∆  

343 aaa
)1( RRR −=∆ , 

232 a
)2(

a
)2(

a
)3( RRR ∆−∆=∆ ,  

343 a
)1(

a
)1(

a
)2( RRR ∆−∆=∆ , 

454 aaa
)1( RRR −=∆ . 

Таким образом: 5,0t = , 14,0R
2a

)1( =∆ , 07,0R
2a

)2( −=∆ , .08,0R
2a

)3( =∆  В ре-

зультате: 373,6R*
a =  мкм. 
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Определим абсолютную и относительную погрешность точечной аппрок-
симации при локальном интерполировании многочленом Ньютона: 

001,0373,6372,6Ra −=−=
∆

 мкм; 

%.02,0100
372,6

373,6372,6
aR −=⋅−=ξ  

Таким образом, точечная аппроксимация при локальном интерполирова-
нии многочленом Ньютона обеспечивает при прочих равных условиях наи-
меньшую погрешность. 

В соответствии с постановкой задачи (см. пример 11) разработаем алго-
ритм (рис. 4.10) и программу LLI её решения на языке TURBO PASCAL. 
 

ПРОГРАММА LLI 
(постановка задачи см. пример 11, алгоритм см. рис. 4.10) 

Program LLI; {LLI – локальная линейная интерполяция} 
Uses Crt; 
Var Vz, S, d, ai, bi, Radel, PRa, Raz, Rat: Real; 
N, i: Byte; V, Ra: Array[1..50] Of Real; 
Begin 
Clrscr; 
Write(’Введите заданную скорость резания в м/мин:’); 
Readln(Vz); {Vz = 15 м/мин} 
Write(’Введите подачу в мм/об:’); 
Readln(S); {S = 0,1 мм/об} 
Write(’Введите диаметр сверла в мм:’); 
Readln(d); {d = 12 мм} 
Write(’Введите число опытов:’); 
Readln(N); {N = 5} 
Writeln(’Ввод табличных значений скорости резания.’); 
For i:=1 To N Do Begin 
Write(’V[’,i,’]=’); 
Readln(V[i]); {V1 = 12; V2 = 14; V3 = 16; V4 = 18; V5 = 20 м/мин} 
End; 
Writeln(’Ввод табличных значений шероховатости.’); 
For i:=1 To N Do Begin 
Write(’Ra[’,i,’]=’); 
Readln(Ra[i]); {Ra1 = 6,23; Ra2 = 6,31; Ra3 = 6,45; Ra4 = 6,52; Ra5 = 6,6 мкм} 
End; 
i:=0; 
Repeat 
i:=i+1 
Until (Vz>V[i]); 
ai:=(Ra[i]-Ra[i-1])/(V[i]-V[i-1]); 
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Рис. 4.10. Блок-схема алгоритма нахождения приближенного значения выходного параметра 

*
aR  при реализации  локальной линейной интерполяции (постановка задачи см. пример 10) 

 

Ввод 
d,S,V *  
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i
*

i
*
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Ввод значения скорости резания при сверлении, минм : 

минм15V * = ;подачи, обмм : S = 0,1 мм/об; диаметра  

сверла, мм: d = 12 мм 

Ввод числа опытов: N=5 

Ввод табличных значений скорости резания, минм : 

54321 V,V,V,V,V . 

Ввод табличных значений шероховатости, 
мкм: .R,R,R,R,R

5a4a3a2a1a  

Определение интервала содержащего :V *  
[ ] [ ].iVV1iV * <<−  

Расчет значения углового коэффициента прямой 

Расчет коэффициента смещения прямой  

Расчет приближенного значения шероховатости, мкм 

Расчет наиболее близкого к точному значения шеро-
ховатости, мкм 

Расчет абсолютной погрешности аппроксимации, мкм 

Расчет относительной погрешности аппроксимации, % 

Вывод результатов 

Начало 
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bi:=Ra[i-1]-ai*V[i-1];  
Raz:=ai*Vz+bi; {Raz–приближенное значение шероховатости} 
Rat:=6.36*Еxp(0.25*Ln(d))*Exp(0.12*Ln(Vz))*Exp(0.41*Ln(S)); 
{Rat – наиболее близкое к точному значение шероховатости} 
Radel:=Rat-Raz; {Абсолютная погрешность аппроксимации} 
PRa:=((Rat-Raz)/Rat)*100; {Относительная погрешность аппроксимации} 
Writeln(’Приближенное значение шероховатости Raz = ’, Raz:6:3,’ мкм.’);  
Writeln(’Наиболее близкое к точному значение шероховатости Rat = ’, Rat:6:3,’ мкм.’); 
Writeln(’Абсолютная погрешность аппроксимации: ’, Radel:6:3,’ мкм.’); 
Writeln(’Относительная погрешность аппроксимации: ’, PRa:6:3,’ %.’); 
Readkey; 
End. 
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5. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ЧИСЛЕННОГО 
ИНТЕГРИРОВАНИЯ ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ ВЫХОДНЫХ 

ПАРАМЕТРОВ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
 

Численное интегрирование применяют при решении задач  машинострое-
ния, связанных с определением площади поверхности заготовок или элементов 
конструкции машин сложной формы. 

Рассмотрим сущность численного интегрирования (рис. 5.1). 
Пусть на отрезке [a, b] задана 

функция y = f(x). С помощью точек x0, 
x1, ..., xn разобьем отрезок на n – эле-
ментарных отрезков [xi-1, xi] (i = 1, 2, ..., 
n), причем x0 = a, xn = b.  На каждом из 
этих отрезков выберем произвольную 
точку ξi (xi-1 ≤ ξi ≤ xi) и найдем произве-
дение Si значения функции в этой точке 
f(ξi) на длину элементарного отрезка ∆xi  

= xi  – xi-1: 
Si = f (ξi)∆xi.  (14) 

 
Составим сумму всех таких произведений: 

Sn = S1 + S2 + ... + Sn = ∑
=

n

1i

f (ξi)∆xi.   (15) 

Сумма Sn называется интегральной суммой. 
Определенным интегралом от функции f(x) на отрезке [a, b] называется 

предел интегральной суммы при неограниченном увеличении числа точек разбие-
ния, при этом длина наибольшего из элементарных отрезков стремится к нулю: 

∫
b

a

f (x) dx = ℓim∑
=

n

1i

f (ξi)∆xi    (16) 

при max ∆xi → 0.       
Теорема существования определенного интеграла: Если функция f(x) 

непрерывна на [a, b], то предел интегральной суммы существует и не зависит 
ни от способа разбиения отрезка [a, b] на элементарные отрезки, ни от выбора 
точек ξi. 

Геометрический смысл интеграла при f(x) > 0 заключается в следующем. 
Абсциссами точек Мi являются значения ξi, а ординатами – значения f(ξi). 

Выражения (14) при i = 1, 2, ..., n описывают площади элементарных прямо-
угольников, а интегральная сумма (15) – площадь ступенчатой фигуры, обра-
зуемой этими прямоугольниками. 

Рис. 5.1. Геометрическая интер-
претация численного интегриро-
вания 
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При неограниченном увеличении числа точек деления и стремлении к ну-
лю всех элементов ∆xi, верхняя граница фигуры (ломаная) переходит в линию  
y = f(x). 

Площадь полученной фигуры, которую называют криволинейной трапеци-
ей, равна определенному интегралу (17). 

Во многих случаях, когда подынтегральная функция задана в аналитиче-
ском виде, определенный интеграл удается вычислить непосредственно с по-
мощью неопределенного интеграла (первообразной) по формуле Ньютона-
Лейбница. Она представляет определенный интеграл в виде приращения пер-
вообразной F(x) на отрезке интегрирования: 

∫
b

a

f (x) dx = F(x) b
a = F(b) – F(a).    (16) 

Однако на практике этой формулой часто нельзя воспользоваться по двум 
основным причинам: 

1) вид функции f(x) не допускает непосредственного интегрирования, т. е. 
первообразную нельзя выразить в элементарных функциях; 

2) значения функции f(x) заданы только на фиксированном конечном мно-
жестве точек xi, т. е. функция задана в виде таблицы. 

В этих случаях используются методы численного интегрирования, осно-
ванные на аппроксимации подынтегральной функции некоторыми простыми 
выражениями, например многочленами. 

В зависимости от способа вычисления подынтегральной функции разли-
чают методы прямоугольников, трапеции, парабол и пр. 

Простейшим методом численного интегрирования является метод прямо-
угольников. 

При его реализации непосредственно используют замену определенного 
интеграла интегральной суммой (15). При этом в качестве точек ξi могут выби-
раться левые (ξi = xi-1) или правые (ξi = xi) границы элементарных отрезков. 

Обозначая f(xi) = yi, ∆xi = hi, получим следующие формулы метода прямо-
угольников соответственно для этих двух случаев: 

∫
b

a

f  (x) dx = h1y0 + h2y1 + ... + hnyn-1,    (18) 

∫
b

a

f  (x) dx = h1y1 + h2y2 + ... + hnyn.    (19) 

Пример 12. Составить программу для определения площади заготовки, 
контур которой ограничен кривой y = x2 на отрезке x ∈ [0; 10], методом левых 
прямоугольников. 

Алгоритм программы представлен на рис. 5.2. 
Program Integral; 
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Uses crt; 
Var i, n: integer; 
       a, b, h, int, x: Real; 
begin 
clrscr; 
write (‘Введите левую границу отрезка:’); 
readln (a); 
write (‘Введите правую границу отрезка:’); 
readln (b); 
write (‘Введите количество разбиений отрезка:’); 
readln (n); 
h:= (b-a)/n; 
x:= a; 
int:= 0; 
for i:=1 to n do 
    begin 
int:= int + h*sqr(x); 
   x:= x+h 
      end; 
writeln (‘Площадь заготовки равна’, int:4:2,’мм2’); 
readkey 
end. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 5.2. Алгоритм программы для расчета площади заготовки методом  
левых прямоугольников 

Начало 

Ввод a,b,n 

h=(b-a)/n 

  x= a; int= 0; 

   i=1: n 

int = int + hx2 

x = x+h 

Вывод int 

Конец 
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Более точной является формула прямоугольников, использующая значения 
функции в средних точках элементарных отрезков (в полуцелых узлах): 

∫
b

a

f  (x) dx = ∑
=

n

1i
ih f (xi– 1/2),     (20) 

xi– 1/2 = (xi-1 + xi) / 2 = xi-1 + hi / 2, i = 1, 2, ..., n. 
Метод, использующий для расчетов зависимость (20), называется методом 

средних прямоугольников. 
Метод трапеций использует линейную интерполя-

цию, т. е. линейный график функции, соединяющей точ-
ки (xi, yi). 
В этом случае площадь всей фигуры (криволинейной 
трапеции) складывается из площадей элементарных пря-
молинейных трапеций (рис. 5.3). 

Площадь каждой такой трапеции равна произведе-
нию полусуммы оснований на высоту: 

Si = 
2

yy i1i +− hi, , i = 1, 2, ..., n. 

Сложив все эти равенства, получим формулу трапеций:  

∫
b

a

f (x) dx = 1/2 ∑
=

n

1i
ih (yi-1 + yi).    (21) 

Пример 13. Модернизировать программу из примера 12, используя для 
расчета формулу трапеций. 

Program Integral_Trap; 
Uses crt; 
Var i, n: integer; 
       a, b, h, int, x: Real; 
begin 
clrscr; 
write (‘Введите левую границу отрезка:’); 
readln (a); 
write (‘Введите правую границу отрезка:’); 
readln (b); 
write (‘Введите количество разбиений отрезка:’); 
readln (n); 
h:= (b-a)/n; 
x:= a; 
int:= 0; 
for i:=1 to n do 
    begin 

 

(xi-1, yi-1) 

yi yi-1 

(xi, yi) 

xi-1 хi х 

Y 

Рис. 5.3. Вид эле-
ментарной трапеции 
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int:= int + h*(sqr(x+h)+sqr(x))/2; 
   x:= x+h 
      end; 
writeln (‘Площадь заготовки равна’, int:4:2,’мм2’); 
readkey 
end. 
 
Алгоритм программы представлен на рис. 5.4. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
Рис. 5.4. Алгоритм программы для расчета площади заготовки методом трапеции 

 
При численном интегрировании с постоянным шагом: hi = h = const (i = 1, 

2, ..., n) формулы средних прямоугольников и трапеций принимают вид 

∫
b

a

f (x) dx =h ∑
=

n

1i

f (x i-1/2),     (22) 

∫
b

a

f  (x) dx = h 






 ++
∑

−

=

1n

1i
i

n0 y
2

yy
.    (23) 

На основании формул прямоугольников и трапеции можно получить уточ-
ненные значения интегралов, если учесть характер погрешностей этих формул. 

Начало 

Ввод a,b,n 

h=(b-a)/n 

  x= a; int= 

   i=1: n 

int = int + 
+h(x2+(x+h)2)/2 

x = x+h 

Вывод int 

Конец 
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Главный член погрешности формулы средних прямоугольников (22) на 

каждом отрезке [xi-1, xi] равен fh
24
1 3

i ′′






 (xi-1/2). 

Для формулы трапеций он равен fh
12
1 3

i ′′






− (xi), т. е. примерно вдвое 

больше и имеет другой знак. 
На основании этого можно записать уточненную формулу для вычисле-

ния определенного интеграла с использованием значений I1 и I2, вычислен-
ных по методам прямоугольников и трапеций: 

I ≈ (2*Iпрямоугольников + Iтрапеций) / 3 .    (24) 
Так как погрешность численного интегрирования определяется шагом раз-

биения, то уменьшая его, можно добиться большей точности вычисления инте-
грала. 

Однако увеличение числа точек разбиения интервала не всегда возможно. 
Особенно если функция задана в табличном виде. 

Поэтому в такой ситуации повысить точность численного интегрирования 
можно за счет повышения степени используемых интерполяционных много-
членов, как в методе Симпсона. 

В методе Симпсона отрезок интегрирования [a, b] 
разбивают на четное число n равных частей с шагом h. 
На каждом отрезке [x0, x2], [x2, x4], …, [xi-1, xi+1], …, [xi-2, 
xn] подынтегральную функцию f(x) заменяют интерполя-
ционным многочленом второй степени (рис. 5.5): 

f(x) ≈ φi(x) = aix
2 + bix + ci, 

xi-1 ≤ x ≤ xi+1 
Коэффициенты этих квадратных трехчленов могут 

быть найдены из условий равенства многочлена в точках 
xi соответствующим табличным значениям функции yi. 

В качестве φi(x) можно принять интерполяционный многочлен Лагранжа 
второй степени, проходящий через точки Мi-1(xi-1, yi-1), Мi(xi, yi), Мi+1(xi+1, yi+1): 

 

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) .y

xxxx

xxxx
y

xxxx

xxxx

y
xxxx

xxxx
x

1i
i1i1i1i

i1i
i

1ii1ii

1i1i

1i
1i1ii1i

1ii
i

+
+−+

−

+−

+−

−
+−−

+

×
−−

−−+×
−−

−−+

+×
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−−=ϕ
 

 
Элементарная площадь Si (рис. 5.5) может быть вычислена с помощью оп-

ределенного интеграла. 
 

Рис. 5.5. Вид  
криволинейной 

трапеции 
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Учитывая равенства xi-1 – xi = xi – xi-1 = h, получим: 

Si = ∫
+

−

1i

1i

x

x

φi(x) dx = 1 / (2h2) ∫
+

−

1i

1i

x

x

[(x – xi) (x – xi+1) yi-1 – 2 (x – xi-1) (x – xi+1) yi +  

+(x – xi-1) × (x – xi) yi + 1] dx = h / 3(yi-1 + 4yi + yi+1). 
Проведя также вычисления для каждого элементарного отрезка [xi-1, xi+1], 

просуммируем полученные выражения: 
S = h/3(y0 + 4y1 + 2y2 + 4y3 + 2y4 + ... + 2yn–2 + 4yn-1 +  yn). 

Данное выражение для S принимается в качестве значения определенного 
интеграла (формула Симпсона): 

∫
b

a

f(x) dx ≈ h/3[y0 + 4(y1 + y3 + ... + yn-1) + 2(y2 + y4 + ... + yn-2) + yn].  (25) 

Главный член погрешности метода Симпсона имеет вид Rn = – (h4/180)fIV(x). 
Пример 14. Усовершенствовать программу для расчета площади заготовки 

(см. пример 12) с использованием метода Симпсона. 
Алгоритм программы представлен на рис. 5.6. 
Program Integral_Simpson; 
Uses crt; 
Var i, n: integer; 
       a, b, h, int, x: Real; 
begin 
clrscr; 
write (‘Введите левую границу отрезка:’); 
readln (a); 
write (‘Введите правую границу отрезка:’); 
readln (b); 
write (‘Введите количество разбиений отрезка:’); 
readln (n); 
h:= (b-a)/n; 
x:= a+h/2; 
int:= 0; 
for i:=1 to n do 
    begin 
int:= int + (h/6)*(sqr(x-h/2)+4*sqr(x)+sqr(x+h/2)); 
   x:= x+h 
      end; 
writeln (‘Площадь заготовки равна’, int:4:2,’мм2’); 
readkey 
end. 
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Рис. 5.6. Алгоритм программы для расчета площади заготовки методом Симпсона 
 
 

Погрешность методов прямоугольников и трапеций имеет порядок Р(h3), а 
уточненная формула (24) построена так, что коэффициент при h3 в выражении 
для погрешности обращается в нуль.  

Таким образом, погрешности метода Симпсона и формулы (24), ис-
пользующей методы прямоугольников и трапеций, имеют один порядок. 

Однако, несмотря на одинаковую точность с методом Симпсона, формула 
(24) требует двукратного вычисления интеграла разными методами. 

Кроме того, при реализации метода Симпсона нужно почти вдвое меньше 
табличных значений функции, в то время как для метода прямоугольников 
нужны дополнительные данные в полуцелых точках. 

Начало 

Ввод a,b,n 

h=(b-a)/n 

  x= a; int= 0; 

   i=1: n 

int = int + h/6((x- 
-h/2)2+4x2+(x+h/2)2) 
 

x = x+h 

Вывод int 

Конец 
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6. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ЧИСЛЕННОГО 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ ВЫХОДНЫХ 

ПАРАМЕТРОВ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
 
 

6.1. Основные понятия численного дифференцирования 
 

Численное дифференцирование применяют при решении задач машино-
строения, связанных с нахождением скоростей и ускорений перемещения ма-
шин, расчетом скоростей деформаций деталей машин и механизмов, а также с 
процессами распространения температур при обработке заготовок. 

Напомним, что производной функцией )x(fy =  называется предел отно-

шения приращения функции y∆  к приращению аргумента x∆  при стремлении 
x∆  к нулю: 

x

y
lim)x(fy

0x ∆
∆=′=′

→∆
 ;       )x(f)xx(fy −∆+=∆ .  (26) 

Обычно для вычисления производных  используют готовые формулы (таб-
лицу производных) и не прибегают к выражению (26). 

Однако в численных расчетах на ЭВМ использование этих формул не все-
гда удобно и возможно. Например, если функция )x(fy =  задана в виде табли-

цы. В таких случаях производные находят при помощи зависимости (26). 
Значение шага x∆  при этом полагают равным некоторому конечному чис-

лу и для вычисления значения производной получают приближенное равенст-
во: 

                         
x

y
y

∆
∆≈′ .      (27) 

Это соотношение называется аппроксимацией (приближением) произ-
водной с помощью отношения конечных разностей, так как значения y∆  и x∆  

в выражении (27) конечные в отличие от их бесконечно малых значений в фор-
муле (26). 

Рассмотрим аппроксимацию производной для функции )x(fy = , заданной 

в табличном виде: 0y , 1y , … при 0xx = , 1x , … . 
 

x x0 x1 x2 ……. xn 

y y0 y1 y2 ……. yn 

 

Пусть шаг – разность между соседними значениями аргумента – постоян-
ный и равен h  (рис. 6.1). Запишем выражения для производной 1y  при 1xx = . 
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В зависимости от способа вычисления конечных разностей существуют 
различные формулы для вычисления производной в одной и той же точке: 

011 yyy −=∆ ;   hx =∆ ;  
h

yy
y 01

1
−≈′  – с помощью левых разностей. (28) 

021 yyy −=∆ ; h2x =∆ ; 
h2

yy
y 02

1
−≈′  – с помощью центральных разностей. (29) 

121 yyy −=∆ ; hx =∆ ; 
h

yy
y 12

1
−≈′  – с помощью правых разностей. (30) 

          y    
      3 
   2 
         1 
  0y        1y  2y   

    h  
            x  

           0x  1x  2x  
Рис. 6.1. Иллюстрация метода конечных разностей  

 
Для второй производной будем иметь: 

                2
012011212

11
h

yy2y

h

h/)yy(h/)yy(

h

yy
)y(y

+−=−−−≈
′−′

≈′′=′′ . (31) 

Аналогично для производных 3 и 4 порядков: 

3
0123

1
h

yy3y3y
y

−+−≈′′′ ;     (32) 

4
01234IV

1
h

yy4y6y4y
y

+−+−
≈ .    (33) 

Таким образом, по формуле (27) можно найти приближенные значения 
производных любого порядка. 

Пример 15. Составить программу для аппроксимации производных 1 – 4 
порядков таблично заданной функции y . 

Алгоритм программы представлен на рис. 6.2. 
Program Differential; 
Uses crt;      label  nn, rr; 
Var  h, y0, y1, y2, y3, y4, y: real; 
 r, n: integer; 
begin 
clrscr; 
write (‘введите шаг дифференцирования h:’); 
readln (h); 
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nn: write (‘Выберите порядок производной:’); 
writeln; 
writeln (‘1 – производная 1-ого порядка’);  
writeln (‘2 – производная 2-ого порядка’); 
writeln (‘3 – производная 3-ого порядка’); 
writeln (‘4 – производная 4-ого порядка’); 
readln(n); 
 case n of 
1:       begin 
      rr: write (‘Выберите вид аппроксимации:’); 

writeln; 
writeln (‘1 – с помощью левых разностей’); 
writeln (‘2 – с помощью центральных разностей’); 
writeln (‘3 – с помощью правых разностей’); 
readln(r); 

 case r of 
1:       begin 

write (‘Введите y0:’); 
readln(y0); 
write (‘Введите y1:’); 
readln(y1); 
y:=(y1-y0)/h; 
      end; 

2:       begin 
write (‘Введите y0:’); 
readln(y0); 
write (‘Введите y2:’); 
readln(y2); 
y:=(y2-y0)/(2*h); 
      end; 

3:       begin 
write (‘Введите y1:’); 
readln(y1); 
write (‘Введите y2:’); 
readln(y2); 
y:=(y2-y1)/h; 
      end; 

else  goto rr; 
  end; 
  end; 
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2:         begin 
write (‘Введите y0:’); 
readln(y0); 
write (‘Введите y1:’); 
readln(y1); 
write (‘Введите y2:’); 
readln(y2); 
y:=(y2-2*y1+y0)/sqr(h); 
     end; 

3:         begin 
write (‘Введите y0:’); 
readln(y0); 
write (‘Введите y1:’); 
readln(y1); 
write (‘Введите y2:’); 
readln(y2); 
write (‘Введите y3:’); 
readln(y3); 
y:=(y3-3*y2+3*y1-y0)/(h*h*h); 
end; 

3:         begin 
write (‘Введите y0:’); 
readln(y0); 
write (‘Введите y1:’); 
readln(y1); 
write (‘Введите y2:’); 
readln(y2); 
write (‘Введите y3:’); 
readln(y3); 
write (‘Введите y4:’); 
readln(y4); 
y:=(y4-4*y3+6*y2-4*y1+y0)/(sqr(h)*sqr(h)); 
end; 

else  goto nn; 
end; 
write (‘Аппроксимация производной’, n , ‘-ого порядка’); 
writeln (‘Равна’, y:4:2); 
readkey; 
end. 
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     Начало 
 
 

   Ввод h 
 

 
  Ввод n  

 
 да  нет  
 n=1  
                     да нет 
      Ввод r       n=2   
 
 Ввод да нет 
         да                 нет                                            y0,y1,y2                      n=3     
                  r=1  
 
                         да          нет 
 r=3    Ввод 
   Ввод y0,y1,y2,y3                 да                   нет 
     y0,y1 n=4 
 да нет 
  r=3 Ввод 

  
h

yy
y 21 −

=′                                                                                                  y0, y1,y2,y3,y4 

 

    2

012 2

h

yyy
y

+−
=′′  

   Ввод 
   y0,y2 

4
01234 464

h

yyyyy
y IV +−+−

=

h

yy
y

2
02 −

=′       

 

  
3

0123 33

h

yyyy
y

−+−
=′′′  

    Ввод 
    y1,y2 
 
 
 

 
h

yy
y 12 −

=′    

 
 
      Конец 
Рис. 6.2. Алгоритм программы для аппроксимации производных 1 – 4 порядков таблично  

заданной функции y  
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6.2. Определение погрешности численного дифференцирования 
 
Определим погрешность численного дифференцирования при помощи ап-

проксимации производных по формуле (27). 
Аппроксимируем функцию )x(f  некоторой функцией )x(ϕ , т. е. предста-

вим ее в виде: 
)x(R)x()x(f +ϕ= .     (34) 

Дифференцируя выражение (34) необходимое число раз, можно найти зна-
чения производных )x(f ′ , )x(f ′′ , …: 

)x(R)x()x(f ′+ϕ′=′ ,     )x(R)x()x(f ′′+ϕ′′=′′ , …. 

В качестве приближенного значения производной порядка k  функции )x(f  

можно принять соответствующее значение производной функции )x(ϕ , т. е.  

)x()x(f )k()k( ϕ≈ . 

Величина )x()x(f)x(R )k()k()k( ϕ−= , характеризующая отклонение при-

ближенного значения производной от ее истинного значения, называется по-
грешностью аппроксимации производной. 

При численном дифференцировании функции, заданной в виде таблицы с 

шагом h , эта погрешность зависит от h  и ее записывают в виде: ( )kh0 : 

)h(0)x(R k)k( ⇔ . 

Показатель степени k  называется порядком погрешности аппроксима-
ции производной (или порядком аппроксимации). 

При этом обычно принимают, что значение шага по модулю меньше 1: 
1h < . 

Оценку погрешности можно найти с помощью ряда Тэйлора: 

.....x
!3

)x(f
x

!2
)x(f

x)x(f)x(f)xx(f 32 +∆
′′′

+∆
′′

+∆′+=∆+ . 

Пусть функция )x(f  задана в виде таблицы ii y)x(f =   ( =i 1, 2, … , n ).  

Запишем ряд Тэйлора при 1xx = , hx −=∆  с точностью до членов порядка n : 

)h(0hyyy 2
110 +′−= . 

Отсюда найдем значение производной в точке 1xx = : 

)h(0
h

yy
y 01

1 +−=′ . 

Это выражение совпадает с формулой (28), которая является аппроксима-
цией первого порядка ( 1k = ). 

Записывая ряд Тэйлора при hx =∆ , можно получить аппроксимацию зави-
симости (30), имеющую тоже первый порядок. 
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Используем ряд Тэйлора для оценки погрешностей аппроксимации формул 
(29) и (31) . Полагая hx =∆  и hx −=∆ , получим: 

)h(0h
!3

y
h

!2
y

hyyy 43322
112 +

′′′
+

′′
+′+= ; 

  (35) 

)h(0h
!3

y
h

!2
y

hyyy 43322
110 +

′′′
−

′′
+′−= . 

Вычитая эти равенства одно из другого и преобразуя разность, получим: 

)h(0
h2

yy
y 202

1 +
−

=′ . 

Следовательно, аппроксимация производной по формуле (29) с помощью 
центральных разностей, имеет второй порядок. 

Складывая равенства (35), найдем оценку погрешности аппроксимации 
производной 2-ого порядка вида (31): 

)h(0
h

yy2y
y 2

2
210 ++−=′′ . 

Эта аппроксимация также имеет 2 порядок. 
Аналогично можно получить аппроксимацию производных более высоких 

порядков, оценив их погрешности. 

Погрешность )h(0)x(R kk =  зависит от нескольких факторов: 

1. Погрешности уточнения, определяемой величиной остаточного члена. 
При уменьшении шага h  она уменьшается. 

2. Неточных значений функции iy  в узлах. 

3. Погрешности округлений при проведении расчетов на ЭВМ. В отличие 
от погрешности аппроксимации погрешность округления возрастает с умень-
шением шага h . 

Поэтому суммарная погрешность численного дифференцирования )x(R )k(  

может убывать при уменьшении шага лишь до некоторого предельного значения, 
после чего дальнейшее уменьшение шага не повысит точность результата. 

Оптимальная точность может быть достигнута за счет регуляризации чис-
ленного дифференцирования. Регуляризация – это отклонение допустимых 
решений задачи с целью обеспечить их устойчивость при малых изменениях 
исходных параметров. 

Простейшим способом регуляризации является такой выбор шага h , при 
котором справедливо неравенство ε>−+ )x(f)hx(f , где 0>ε  – некоторое ма-

лое число. При вычислении производной это исключает вычитание близких по 
величине чисел, которое приводит к увеличению погрешности. Что усугубляет-
ся последующим делением приращения функции на малое число h . 
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Другой способ регуляризации – сглаживание табличных значений подбо-
ром некоторой гладкой аппроксимационной функции, т. е. с использованием 
интерполяционных формул.  

Предположим, что функция )x(f , заданная в виде таблицы с постоянным 

шагом  1ii xxh −−=    (i  = 1, 2, …, n), может быть аппроксимирована интерпо-

ляционным многочленом Ньютона: 

0
n

0
2

000 y
!n

)1nt)...(nt(t
...y

!2

)1t(t
yty)thx(Ny ∆+−−++∆−+∆+=+≈  , (36) 

где 
h

xx
t 0−

= ; 0y∆  – конечные разности: 010 yyy −=∆ ,  010
2 yyy ∆−∆=∆ ; 

i
1k

1i
1k

i
k yyy −

+
− ∆−∆=∆ . 

Дифференцируя этот многочлен по x  с учетом правила дифференцирова-
ния сложной функции: 

dt
dN

h
1

dx
dt

dt
dN

dx
dN ⋅=⋅= ,                           (37) 

получим формулы для вычисления производных любого порядка: 

+∆−+−+∆+−+∆−+∆≈′ 0
4

23

0
3

2

0
2

0 y
!4

6t22t18t4
y

!3

2t6t3
y

!2

1t2
y(

h

1
y  

......)y
!5

24t100t105t40t5
0

5
234

+∆+−+−+  ; 

 (38) 

+∆+−+∆−+∆≈′′ 0
4

2

0
3

0
2

2 y
!4

22t36t12
y

!3
6t6

y(
h

1
y  

 

.....)y
!5

100t210t120t20
0

5
23

+∆−+−+ . 

Остаточный член многочлена Ньютона: )1n(
*

)1n(
N h)x(f

)!1n(

)nt)...(1t(t
)x(R ++

+
−−=  

при consty0 =∆  и 0
1n yhf +∆=⋅ . 

Интерполяционные многочлены Ньютона (Стирлинга и Бесселя) дают вы-

ражения для производных через разности yk∆  (k  = 1, 2, …). 

Однако на практике выгоднее выражать значения производных не через 
разности, а непосредственно через значения функции в узлах. 

Для получения таких формул удобно пользоваться интерполяционным 
многочленом Лагранжа с равномерным расположением узлов: 



 90

∑
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0i ni1ii1ii0i

n1i1i0
i )xx)...(xx)(xx)...(xx(

)xx)...(xx)(xx)...(xx(
y)x(L . (39) 

Тогда для трех узлов интерполяции (n  = 2; i = 0, 1, 2, ) имеем: 

=
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)xx)(xx(
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)xx)(xx(
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Остаточный член: )xx)(xx)(xx(
!3

y
)x(R 210

*
L −−−

′′′
= . 

Производная ( )xL′  равна: 

[ ])xxx2(y)xxx2(y2)xxx2(y
h2

1
)x(L 1022012102

−−+−−−−−=′ ; (40) 

[ ])xx)(xx()xx)(xx()xx)(xx(
!3

y
)x(R 102021

*
L −−+−−+−−

′′′
=′ .  

Здесь *y ′′′  –  значение производной 3 порядка в некоторой внутренней точ-

ке ]x,x[x n0* ∈ .  

Тогда для производной 0y′  при 0xx =  

*

2

210L00 y
3
h

)yy4y3(
h2
1

)x(R)x(Ly ′′′+−+−=′+′=′ .  (41) 

Аналогичные соотношения можно получить и для значений 1y′  и 2y′  при 

2xx =  и 1xx = : 

*

2

021 y
6
h

)yy(
h2
1

y ′′′−−=′  ;                     *

3

2102 y
3
h

)y3y4y(
h2
1

y ′′′++−=′  . 

Таким образом, используя значение функции в )1n( + -узлах, можно полу-

чить аппроксимацию производных n -ого порядка точности. 
Эти формулы можно использовать не только для узлов ,...x,xx 10=  , но и 

для любых узлов ,...x,xx 1ii +=  , изменяя значение индексов. 

Причем для четных n  наиболее простые выражения и наименьшие коэф-
фициенты в остаточных членах получаются для производных в средних (цен-
тральных) узлах ( 1y′  при 2h = , 2y′  при 4h =  и т. д.). 

Выпишем аппроксимации производных для узла с произвольным номером 
i , считая его центральным: 
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*

2

1i1ii y
6

h
)yy(

h2

1
y ′′′−−=′ −+ ; n= 2,    (42) 

V
*

4

2i1i1i2ii y
30
h

)yy8y8y(
h12

1
y +−+−=′ ++−− ; n= 4 

Выражения (42) называются аппроксимациями производных с помо-
щью центральных разностей и широко применяются на практике. 

Остаточный член многочлена Лагранжа:  

)x(f
)!1n(

)xx)...(xx)(xx(
)x(R *

)1n(n10
L

+⋅
+

−−−= , 

где )x(f *
)1n( +  – производная )1n( +  порядка функции )x(f  в некоторой точке 

*xx = , ]x,x[x n0* ∈ . 

Если использовать многочлен Лагранжа для случая произвольно располо-
женных узлов, то придется вычислять громоздкие выражения. Поэтому здесь 
удобнее применять метод неопределенных коэффициентов. 

Сущность его заключается в следующем. 
Искомое выражение для производной k -го порядка в некоторой точке 

ixx =  представляют в виде линейной комбинации заданных значений функции 

в узлах 0x , 1x , … , nx : 

                                      nn1100
)k(

i yc...ycycy +++= .     (43) 

При этом предполагают, что формула (43) имеет место для многочленов 

1y = , ixxy −= ,…, n
i )xx(y −= . 

Подставляя последовательно эти выражения в (40), получают систему 
( 1n + ) линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных ко-
эффициентов 0c , 1c , …, nc . 

Пример 16. Найти выражение для производной 1y′  в случае четырех рав-

ноотстоящих узлов ( 3n = ). 
Равенство (43) запишем в виде: 

332211001 ycycycycy +++=′ .     (44) 

Используем следующие многочлены: 

1y = ;  0xxy −= ;  2
0)xx(y −= ;  3

0)xx(y −= .  (45) 

Вычислим их производные: 

0y =′ ;  1y =′ ;  )xx(2y 0−=′ ;  2
0)xx(3y −=′ .  (46) 

Подставим последовательно соотношения (45) и (46) соответственно в пра-
вую и левую части равенства (44) при 1xx = : 

1c1c1c1c0 3210 ⋅+⋅+⋅+⋅= ; 
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)xx(c)xx(c)xx(c)xx(c1 033022011000 −+−+−+−= ; 
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Окончательно получим систему линейных уравнений в виде: 
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Решая эту систему, получим 

h3

1
c0 −= ;   

h2

1
c1 −= ;   

h

1
c2 = ;   

h6

1
c3 −= . 

Подставляя эти значения в равенство (41), находим выражение для иско-
мой производной: 

)yy6y3y2(
h6

1
y 32101 −+−−=′ . 

Если для аппроксимации производных использовать конечно-разностные 
соотношения (интерполяционные формулы), то порядок их точности прямо 
пропорционален числу узлов, используемых при аппроксимации. В тоже время 
с увеличением числа узлов эти соотношения становятся более громоздкими, и 
растет объем вычислений. 

Однако существует простой и эффективный способ уточнения решения 
при фиксированном числе узлов, используемых в аппроксимирующих конечно-
разностных соотношениях. Это – метод Рунге-Ромберга. 

Пусть )x(Fp
 – исходная производная, которая подлежит аппроксимации; 

)h,x(f p
 – конечно-разностная аппроксимация этой производной на равномер-

ной сетке с шагом h ; R  – погрешность (остаточный член) аппроксимации, 

главный член которой можно записать в виде )x(hp ϕ⋅ , т. е. 

)h(0)x(hR 1pp ++ϕ⋅= . 

Тогда выражение для аппроксимации производной в общем случае можно 
представить в виде: 

                          )h(0)x(h)h,x(f)x(F 1pppp ++ϕ⋅+= .                            (47) 

Запишем это соотношение в той же точке x  при другом шаге khh1 = : 

                         ))kh((0)x()kh()kh,x(f)x(F 1pppp ++ϕ⋅+= .                 (48) 
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Приравнивая правые части (47) и (48), находим выражение для главного 
члена погрешности аппроксимации производной: 

)h(0
1k

)kh,x(f)h,x(f
)x(h 1p

p

pp
p ++

−
−=ϕ⋅ . 

Подставляя найденное выражение в (47), получаем формулу Рунге:  

                    )h(0
1k

)kh,x(f)h,x(f
)h,x(f)x(F 1p

p

pp
pp ++

−
−+= .               (49) 

Эта формула позволяет по результатам двух расчетов значений производ-

ной )h,x(f p  и )kh,x(f p  (с шагом h  и kh ) с порядком точности p найти ее 

уточненное значение с порядком точности )1p( + . 

Пример 17. Вычислить производную функции 3xy =  в точке 1x =  анали-

тическим и численным методами и составить программу для реализации этих 
расчетов. 

2x3y =′   ⇒   3)1(y =′  – точное значение производной. 

Найдем теперь эту производную численно. 
Составим таблицу значений функции: 

 

x 0.8 0.9 1.0 
y 0.512 0.729 1.0 

 

Воспользуемся аппроксимацией производной с помощью левых разностей, 
имеющих первый порядок )1p( = . 

Примем шаг равным 0.1 и 0.2, т. е. k =2. Получим: 

71.2
1.0

729.01

1.0

)9.0(y)1(y
)1.0,1(y)h,x(f =−=−=′=′ ; 

44.2
2.0
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2.0
)8.0(y)1(y

)2.0,1(y)kh,x(f =−=−=′=′ . 

По формуле Рунге найдем уточненное значение производной: 

98.2
12

44.271.2
71.2)1(y)x(F

1
=

−
−+≈′=′ . 

Таким образом, формула Рунге дает более точное значение производной. 
В общем случае порядок точности аппроксимации увеличивается на единицу. 

Составим программу для вычисления первой производной функции 3xy =  

в точке x  = 1 аналитическим методом, с помощью конечных разностей и фор-
мулы Рунге. 

Алгоритм программы представлен на рис. 6.3. 
Program Runge; 
Uses crt; 
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Var  x, y, y1, y2, y3, h, k: real; 
Begin 
Clrscr; 
Write (‘Введите значение x:’); 
Readln(x); 
Write (‘Введите значение шага h:’); 
Readln(h); 
Write (‘Введите значение коэффициента k:’); 
Readln(k); 
y:=3*sqr(x); 
y1:=(x*x*x – exp(3*ln(x – h)))/h; 
y2:=(x*x*x – exp(3*ln(x –k*h)))/(k*h); 
y3:=y1+(y1 – y2)/(k – 1); 
Writeln(‘Значение первой производной, вычисленное:’); 
Writeln(‘Аналитически – ‘, y:4:2); 
Writeln(‘С помощью конечных разностей (h=’, h:4:1, ‘ ) – ‘ , y1:4:2); 
 Writeln(‘С помощью конечных разностей (h=’,k* h:4:1, ‘ ) – ‘ , y2:4:2); 
Writeln(‘С помощью формулы Рунге - ’,  y3:4:2); 
Readkey; 
End. 
  Начало 
 
 

   Ввод 
   x, h , k  
 
 

  23xy =   
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hxx
y

33

1
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1

21
13 −

−
+=

k

yy
yy  

  
 

 Вывод 
  1y , 2y , 3y  

 
 

 Конец 
 

Рис. 6.3. Алгоритм программы для вычисления 1-ой производной функции аналитическим 
методом, с помощью конечных разностей и формулы Рунге 
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Предположим, что расчеты необходимо провести с шагами 1h , 2h , …, qh . 

Тогда уточненное решение для производной )x(Fp  можно получить по форму-

ле Ромберга: 

2qp
q

1p
q

p
q

p

2qp
2

1p
2

p
22

p

2qp
1

1p
1

p
11

p

p

h...hh)hq,x(f
...................................
h...hh)h,x(f

h...hh)h,x(f

)x(F

−++

−++

−++

= ×  

 (50) 

                         ×
2qp

q
1p

q
p

q

2qp
2

1p
2

p
2

2qp
1

1p
1

p
1

h...hh1
...................................
h...hh1

h...hh1

−++

−++

−++
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Таким образом, порядок точности возрастает на )1q( − . При этом исходная 

функция должна иметь непрерывные производные достаточно высокого поряд-
ка. 

 
 

6.3. Основные понятия, связанные  
с дифференциальными уравнениями 

 
В зависимости от числа независимых переменных дифференциальные 

уравнения делятся на две группы:  
1. обыкновенные дифференциальные уравнения, содержащие одну незави-

симую переменную; 
2. уравнения с частными производными, содержащие несколько независи-

мых переменных. 
Обыкновенными дифференциальными уравнениями называются такие 

уравнения, которые содержат одну или несколько производных от искомой 
функции y = f (x): 

F ( x, y, y',…, y(n)) = 0,    (51) 
где х – независимая переменная. 

Наивысший порядок n входящий в уравнение (51) производной называется 
порядком дифференциального уравнения: 

F ( x, y, y') = 0       –  дифференциальное уравнение 1-го порядка; 
F ( x, y, y′, y′′) = 0  –  дифференциальное уравнение 2-го порядка. 
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В ряде случаев из формулы (51) можно выделить старшую производную в 
явном виде: 

y' = f ( x, y ) ;   y′′ = f ( x, y, y' ).                                       (52) 
Такая форма записи называется уравнением, разрешенным относитель-

но старшей производной. 
Линейное дифференциальное уравнение – это уравнение, линейное от-

носительно искомой функции и ее производных: 
y' – x2y = sin3x – линейное уравнение 1-го порядка. 

Решением дифференциального уравнения называется всякая функция  
у = φ(х), которая после ее подстановки в уравнение превращает его в тождество. 

Общее решение дифференциального уравнения n-го порядка содержит 
n произвольных постоянных C1, C2, …, Cn, т. е. имеет вид 

у = φ(х, C1, C2, …, Cn).                                                    (53) 
Частное решение дифференциальных уравнений получается из общего, 

если произвольным постоянным придать определенное значение. Для уравне-
ния 1-го порядка общее решение зависит от одной произвольной постоянной: 

  у = f ( х, C ).        (54) 
Если постоянная принимает определенное значение С = С0 , то частное ре-

шение примет вид 
у = (х, C0). 

Геометрическая интерпретация дифференциального уравнения 1-го 
порядка (49) заключается в следующем. 

Так как производная у' характеризует наклон касательной к интегральной 
кривой в данной точке, то при у' = k = const из формулы (52) получим f(х, у) = k – 
уравнение линии постоянного наклона – изоклины. Меняя k, получаем семей-
ство изоклин. 

Геометрической интерпретацией общего решения уравнения 1-го по-
рядка (51) является бесконечное семейство интегральных кривых с параметром 
С, а частному решению соответствует одна кривая из этого семейства. 

В качестве дополнительных условий для обыкновенных дифференци-
альных уравнений могут задаваться значения искомой функции и ее произ-
водных при некоторых значениях независимой переменной, т. е. в некоторых 
точках. 

В зависимости от способа задания дополнительных условий для полу-
чения частного решения дифференциального уравнения существуют два 
различных типа задач: задача Коши и краевая задача. 

Если эти условия задаются в одной точке, то такая задача называется зада-
чей Коши. При этом дополнительные условия называются начальными усло-
виями, а точка х = х0, в которой они задаются – начальной точкой. 
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Если же дополнительные условия задаются в более чем одной точке, т. е. 
при разных значениях независимой переменной, то такая задача называется 
краевой. Здесь сами дополнительные условия называются граничными (или 
краевыми). 

Обычно граничные условия задаются в двух точках х = а и х = в, являю-
щихся границами области решения дифференциального уравнения. 

Пример задачи Коши: 

tcosx
dt
dx 2= ; t > 0; x(0) = 1. 

у'' = у'/х + х2, х > 1; у(1) = 2; у'(1) = 0. 
Пример краевой задачи: 
у'' + 2у' – у = sin х; 0 ≤ х ≤ 1; у(0) = 1; у(1) = 0. 
у''' = х + уу'; 1 ≤ х ≤ 3; у(1) = 0; у'(1) = 1; у'(3) = 2. 

 
 

6.4. Методы решения обыкновенных дифференциальных уравнений 
 

Обыкновенные дифференциальные уравнения можно решить графиче-
скими, аналитическими, приближенными и численными методами 

Графические методы используют геометрические построения. Например, 
метод изоклин определяет интегральные кривые по заранее построенному по-
лю направлений, определенному изоклинами. 

Аналитическими методами удается получить решения в виде формул пу-
тем аналитических преобразований. 

В приближенных методах сами дифференциальные уравнения упроща-
ются путем обоснованного отбрасывания некоторых его членов, а также специ-
альным выборам классов искомых функций. 

Наиболее эффективными являются численные методы решения диффе-
ренциальных уравнений, самым распространенным и универсальным из кото-
рых является метод конечных разностей. 

Его сущность состоит в следующем. 
Область непрерывного изменения аргумента (например, отрезок) заменя-

ется дискретным множеством точек, называемых узлами. Эти узлы составляют 
разностную сетку.  

Искомая функция непрерывного аргумента приближенно заменяется функ-
цией дискретного аргумента на заданной сетке. Эта функция называется сеточ-
ной. 

Исходное дифференциальное уравнение заменяется разностным уравнени-
ем относительно сеточной функции. При этом для входящих в уравнение про-
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изводных используются соответствующие конечно-разностные соотношения 
(см. раздел «численное дифференцирование»). 

Такая замена дифференциального уравнения разностным называется его 
аппроксимацией на сетке (или разностной аппроксимацией). 

Таким образом, решение дифференциального уравнения сводится к оты-
сканию значений сеточной функции в узлах сетки. 

 
 
6.4.1. Решение задачи Коши 
 
Решим задачу Коши при помощи разностной схемы. 
Пусть требуется найти функцию Y = Y(х), удовлетворяющую уравнению 

                                                dY/dх = f(х,Y)     (55) 
и принимающую при х = х0   заданное значение Y0: 

        Y(х0) = Y0.     (56) 
При этом решение нужно получить для значения х > х0 . 

Введем последовательность точек х0, х1, … и шаги hί = хί+1 – xί (ί= 0, 1, …). 
В каждой точке хi, называемой узлом, вместо значений функции Y(хi) вво-

дятся числа уi, аппроксимирующие точное решение Y на данном множестве то-
чек. 

Функцию у, заданную в виде таблицы {хί, уί} ( ί = 0, 1, …), называют се-
точной функцией. 

Заменяя значение производной в уравнении (55) отношением конечных 
разностей, осуществим переход от дифференциальной задачи (55) и (56) отно-
сительно функции Y к разностной задаче относительно сеточной функции у: 

yί+1 = F (xί, hί, уί+1, уί, …, уί-k+1);    (57) 
y0 = Y0.        (58) 

Разностное уравнение (57) записано в общем виде, т. к. конкретное выра-
жение его правой части зависит от способа аппроксимации производной и для 
каждого численного метода получается свой вид уравнения (57). 

Если в правой части уравнения (57) отсутствует уί+1, т. е. значение у явно 
вычисляется по k-предыдущим значениям уί, уί-1, …, уί-k+1, то разностная схема 
называется явной. 

При этом получается k-шаговый метод: k = 1 – одношаговый, k = 2 – 
двухшаговый и т. д., т. е. в одношаговых методах для вычисления уί+1 использу-
ется лишь одно ранее найденное значение на предыдущем шаге уί, в многоша-
говых – многие из них. 

Если в правую часть уравнения (57) входит искомое значение уί+1, то ре-
шение этого уравнения усложняется. В таких методах, называемых неявными, 
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приходится искать решение (57) относительно уί+1 с помощью итерациональ-
ных методов. 

Простейшим одношаговым численным методом решения задачи Коши яв-
ляется метод Эйлера. 

Он основан на разложении искомой функции Y(х) в ряд Тейлора в окрест-
ностях узлов х = хί (ί = 0, 1, …), в котором отрабатываются все члены, содер-
жащие производные второго и более высоких порядков. 

Запишем это разложение в виде 
Y(хί + ∆хί) = Y(хί) + Y'(хί)∆хί + O(∆хί

2).  (59) 
Заменим значение функции Y в узлах хί значениями сеточной функции уί. 

Кроме этого, согласно (55), имеем 
Y'(хί) = f (хί ,Y(хί)) =  f (хί, уί). 

Будем считать для простоты узлы равноотстоящими, т. е. ∆хί = хί+1 – хί = h = 
= const (ί = 0, 1, …). 

Учитывая введенные обозначения и пренебрегая членами порядка О (h2), 
из равенства (59) получим 

уi+1 = уί + hf(х0, у0), ί = 0, 1, ….    (60) 
Полагая ί = 0, с помощью (60) найдем значение сеточной функции у1 при х = x1 

у1 = y0 + hf(х0, у0). 
При этом значение у0 задано начальным условием (56), т. е. у0 = Y(х0) = Y0. 

Аналогично могут быть найдены значения сеточной функции в других уз-
лах: 

у2 = у1 + hf(х1, у1); 
----------------------------- ; 
уn = уn-1 + hf(хn-1, уn-1). 

Разностная схема этого метода представлена соотношениями (60). Они 
имеют вид рекуррентных формул, с помощью которых значение сеточной 
функции уi+1 в любом узле хί+1 вычисляется по ее значению уί в предыдущем 
узле хί. В связи с этим метод Эйлера и относится к одношаговым методам.  

Рассмотрим алгоритм метода Эйлера (рис. 6.4). На первом этапе задают на-
чальные значения х, у0, а также величины шага h и количество расчетных точек n. 

Решение получают в узлах х + h; х + 2h; …, х + nh.  
Вывод результатов предусмотрен на каждом шаге. 
Если найденное значение необходимо хранить в памяти машины, то вводят 

массив значений у0, у1, … уn. 
Поясним сущность метода Эйлера геометрически (рис. 6.5). 
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Рис. 6.4. Алгоритм метода Эйлера 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 6.5. Геометрическая интерпретация метода Эйлера 

 

Начало 

Ввод x, h, y0, n 

ί = 1 

y = y0 + hf(x, y0) 

x = x + h 

Вывод x, y 

ί < n 
 

нет 

ί = ί + 1 
y0 = y 

Конец 
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На рис. 6.50 изображены первые два шага, т. е. проиллюстрировано вычис-
ление сеточной функции в точках х1 и х2. Интегральные кривые 0, 1, 2 описы-
вают решения уравнения (55). При этом кривая 0 соответствует точному реше-
нию задачи Коши (55) и (56), т. к. она проходит через начальную точку А(х0, 
у0). Точки В и С получены в результате численного решения задачи Коши ме-
тодом Эйлера. Их отклонение от кривой 0 характеризуют погрешность метода. 
При выполнении каждого шага мы фактически попадаем на другую интеграль-
ную кривую. 

Отрезок АВ – отрезок касательной к кривой 0 в точке А, ее наклон харак-
теризуется значением производной у'0 = f(х0, у0). 

Касательная ВС уже проводится к другой интегральной кривой 1. 
Таким образом, погрешность метода Эйлера приводит к тому, что на каж-

дом шаге решение переходит на другую интегральную кривую. 
Погрешность в каждой точке хί обусловлена отброшенными членами при 

разложении в ряд Тейлора (59), которые имеют порядок 0 (h2). 
При нахождении решения в точке хn, отстоящей на конечном расстоянии L 

от точки х0, погрешность суммируется и становится равной n ⋅ 0(h2). 
С учетом того, что  h = L / n, получим 

n ⋅ 0(h2) =
h
L

0(h2) = 0(h).      (61) 

Следовательно, метод Эйлера имеет первый порядок точности. 
Пример 18. Составить программу для решения дифференциального урав-

нения 2x
dx
dy =  методом Эйлера. 

Алгоритм программы представлен на рис. 6.6. 
Program Metod_Eylera; 
Uses crt; 
Var  x,x0,xk,y,y0,n,h: real; 
Begin 
Clrscr; 
Write(‘Введите начальное значение аргумента x0:’); 
Readln(x0); 
Write(‘Введите конечное значение аргумента xk:’); 
Readln(xk); 
Write(‘Введите количество узлов N:’); 
Readln(n); 
Write(‘Введите начальное значение функции y0:’); 
Readln(y0); 
Writeln; 
Writeln(‘Результаты решения диференц. уравнения dY/dX=x^2 ‘); 
Writeln(‘Методом Эйлера’); 
Writeln; 
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H:=(xk – x0)/n; 
x:=x0; 
y:=y0; 

while (x<=xk) do  
begin 

y:=y+h*sqr(x); 
writeln(‘при Х= ’,x:4:2,’Y= ’,y:4:2); 
x:=x+h; 

end; 
readkey; 
End. 
 

                                                                       Начало 
 
 
 Ввод 
     x0, xk, n,y0 
 
 
 h=(xk – x0)/n 
 
 
 x=x0 
 
 
 y=y0 

 
  
 
 x<= xk 

 
   

    да 
 
              y=y+hx2 
 
 
                                                                      Вывод x, y 
 
 
 x=x+h  
 
    
  
  

                                                                        Конец 
 
Рис. 6.6. Алгоритм программы для решения дифференциального  

уравнения методом Эйлера 
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Другим одношаговым методам является метод Рунг-Кутта. 
На его основе могут быть построены разностные схемы любого порядка 

точности. 
Например, для 4 порядка точности разностная схема по методу Рунге–

Кутта будет такой: 

yί+1 = yί + 
6

h
(k0 + 2k1 + 2k2 + 2k3), ί = 0, 1, ...;    

k0 = f(xί, yί); k1 = f(xί + h/2; yί + k0/2);    (62) 
k2 = f(xί + h/2; yί + k1/2); k3 = f(xί + h, yί + k2).    

Пример 19. Составить программу для решения дифференциального урав-

нения 2x
dx

dy =  методом Рунге-Кутта. 

Алгоритм программы представлен на рис. 6.7. 
 

Program Metod_Runge_Kutta; 
Uses crt; 
Var  x,x0,x1,xk,y,y1,k0,k1,k2,k3,n,h: real; 
Begin 
Clrscr; 
Write(‘Введите начальное значение аргумента x0:’); 
Readln(x0); 
Write(‘Введите конечное значение аргумента xk:’); 
Readln(xk); 
Write(‘Введите количество узлов N:’); 
Readln(n); 
Writeln; 
Writeln(‘Результаты решения дифференц. уравнения dY/dX=x^2 ‘); 
Writeln(‘Методом Рунге-Кутта’); 
Writeln; 
h:=(xk – x0)/n; 
x:=x0; 
y:=sqr(x); 
Writeln(‘при Х= ’,x:4:2, ‘Y= ’,y:4:2); 
   While (x<=xk) do 
        begin 
          k0:=y; 

x1:=x+0.5*h; 
y1:=sqr(x1)+0.5k0; 
k1:=y1; 
x1:=x+0.5*h; 
y1:=sqr(x1)+k2; 
k3:=y1; 
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y:=y+h*(k0+2k1+2*k2+k3)/6; 
writeln(‘при Х= ’,x:4:2,’Y= ’,y:4:2); 
x:=x+h; 

end; 
readkey; 
End. 

     Начало 
 
                                                                        Ввод 
    x0, xk, n 
 
  

                                                                   h=(xk – x0)/n   
 
                                                                          x=x0 
  
                                                                          y=x2 
 
 
 Вывод 
                                                                         x, y 
 
           
      
                                                                       x<= xk 
  

     да 
                                                                       k0=y 
 x1=x+0.5h 
 y1=x1

2+0.5k0 
 k1=y1 
 x1=x+0.5h 
 y1=x1

2+0.5k1 
 k2=y1  
 x1=x+h 
 y1=x1

2+k2 
 k3=y1 

                                                            y=y+h(k0+2k1+2k2+k3) 

                                                                         
                                                                    Вывод x, y 
                                                              
  
  x=x+h 
 
  

                                                                      Конец 
 

Рис. 6.7. Алгоритм программы для решения дифференциального  
уравнения методом Рунге-Кутта 
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Таким образом, метод Рунге-Кутта требует на каждом шаге четырехкрат-
ного вычисления правой части уравнения f(х, у). 

При этом метод Эйлера – это метод Рунге-Кутта первого порядка. 
Метод Рунге-Кутта (62) требует большего объема вычислений, однако это 

окупается повышенной точностью, что дает возможность проводить счет с 
большим шагом, т. е. для получения результатов с одинаковой точностью в ме-
тоде Эйлера потребуется значительно меньший шаг, чем в методе Рунге-Кутта. 

Кроме этого с уменьшением шага h локальная погрешность метода Эйлера 
снизится, однако при этом возрастет число узлов, что плохо повлияет на точ-
ность результатов. Поэтому метод Эйлера применяется сравнительно редко при 
небольшом числе расчетных точек. Наиболее употребительным одношаговым 
методом является метод Рунге-Кутта. 

Итак, особенность одношаговых методов состоит в том, что для получения 
решения в каждом новом расчетном узле достаточно иметь значение сеточной 
функции лишь в предыдущем узле. Это позволяет начать счет при ί = 0 по из-
вестным начальным значениям. Кроме того, указанная особенность допускает 
изменение шага в любой точке в процессе счета, что позволяет строить алго-
ритмы с автоматическим выбором шага. 

В многошаговых методах разностная схема строится на том, что для вы-
числения значения у используются результаты не одного, а k-предыдущих ша-
гов, т. е. значения уί-k+1, уί-k+2., …, уί. 

Запишем исходное уравнение (55) в виде 
dY(х) = f(x, Y)dx.     (63) 

Проинтегрируем обе части этого уравнения по х на отрезке [хί, хί+1]. 
Интеграл от левой части вычисляется легко: 

 i1ii

x

x
1i yy)Y(x)Y(xdY(x)

1i

i

−≈−= ++∫
+

.   (64) 

Для вычисления интеграла от правой части уравнения (63) строится снача-
ла интегральный многочлен Рk-1(х) степени (k-1) для аппроксимации функции 
f(х, Y) на отрезке [хί, хί+1] по значениям f(хί-k+1, уί-k+1), f(хί-k+2, уί-k+2), …, f(хί, уί). 
После этого можно записать: 

(x)dxPY)dxf(x,
1i

i
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i

x

x
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x

x
∫∫
++

−≈ .     (65)  

Приравнивая (64) и (65) можно получить формулу для определения неизвестно-
го  значения функции уί+1 в узле хί+1 
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На основе этой формулы можно строить различные многошаговые методы 
любого порядка точности. 

Порядок точности зависит от степени интерполяции многочлена Рk-1(x), 
для построения которого используются значения сеточной функции уί, уί-1, …, 
уί-k+1, вычисленные на k-предыдущих шагах. 

Широко распространенным семейством многошаговых методов являются 
методы Адамса. 

Простейший из них, получающийся при k = 1, совпадает с методом Эйлера 
первого порядка точности. 

На практике чаще всего используют вариант метода Адамса, имеющий 
четвертый порядок точности и использующий на каждом шаге результаты пре-
дыдущих четырех шагов. Он, собственно, и называется методом Адамса.  

Пусть найдены значения уί-3, уί-2, уί-1 и уί, в четырех последовательных уз-
лах (k = 4). При этом имеются также вычисленные ранее значения правой части 
f ί-3, fί-2, fί-1, fί. 

В качестве интерполяционного многочлена Р3(х) можно взять многочлен 
Ньютона. 

В случае постоянного шага h конечные разности для правой части в узле хί 
имеют вид: 

∆f ί = fί – fί-1  ; 
∆

2f ί = fί – 2fί-1 + fί-2 ; 
∆

3f ί = fί – 3fί-1 + 3fί-2 – fί-3  . 
Тогда разностная схема 4 порядка метода Адамса запишется в виде: 

yί+1 = yί + hfί + 
2

h2

 ∆f ί + 
12
5h3

 ∆2f ί + 
8

3h4

 ∆3f ί.   (67) 

По сравнению с методом Рунге-Кутта метод Адамса экономичнее, т. к. он 
требует вычисления лишь одного значения правой части на каждом шаге (ме-
тод Рунге-Кутта – четырех). 

Но метод Адамса неудобен тем, что невозможно начать счет по одному 
лишь известному значению у0. Расчет может быть начат только с узла х3. 

При этом значения у1, у2, у3, необходимые для вычисления у3, нужно полу-
чить каким-либо другим способом (например, методом Рунге-Кутта), что суще-
ственно усложняет алгоритм. 

Кроме того, метод Адамса не позволяет (без усложнения формул) изме-
нить шаг h в процессе счета. Этого недостатка лишены одношаговые методы. 
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6.4.2. Решение краевых задач 
 

Ранее рассматривались задачи с начальными условиями, т. е. с условиями в 
одной (начальной) точке: при х = х0, t = 0 и т. п. 

На практике часто приходится решать такие задачи, в которых условия за-
даются при двух значениях независимой переменной (на концах рассматривае-
мого отрезка). Такие задачи, называемые краевыми, получаются при решении 
уравнений высших порядков или систем уравнений. 

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение 2 порядка: 
Y'' + ρ(x)Y' + g(x)Y = f(x).     (68) 

Краевая задача состоит в отыскании решения Y=Y(х) уравнения (68) на от-
резке [а, в], удовлетворяющего на концах отрезка условиям: 

Y(а) = А, Y(в) = В.      (69) 
Граничные условия могут быть заданы не только в частном виде (69), но и 

в более общем виде: 
α1Y(a) + β1Y'(a) = A;      
αίY(b) + βίY'(b) = B.    (70) 

Краевые задачи можно решить аналитическими, приближенными и чис-
ленными методами. 

Аналитические методы изучаются в курсе дифференциальных уравнений и 
обычно применяются в исследовании различных физических процессов (теории 
колебаний, динамике твердого тела и т. п.). 

Приближенные методы появились задолго до ЭВМ. К ним относится ме-
тод коллокаций, метод наименьших квадратов, метод Галёркина и т. д.  

При приближенном решении (68) и (70) выбирается некоторая линейно не-
зависимая (базисная) система дважды дифференцируемых функций φ0(x), φ1(x), 
…, φn(x). 

При этом  φ0(x) удовлетворяет граничным условиям (69), а φ1(x),…, φn(x) – 
соответствующим однородным граничным условиям. 

Искомое решение представляется в виде линейной комбинации базисных 
функций: 

y(x) = φ0(x) + α1φ1(x) + α2φ2(x) + … αnφn(x).  (71) 
Подставляя это выражение в уравнение (68), можно найти разность между 

его левой и правой частями, которая называется невязкой. Она является функ-
цией, зависимой от переменной х и параметров а1, а2, …, аn  и имеет вид: 

Ψ(x, a1, a2, …, an) = Y'' + ρxY' + q(x)Y – f(x).  (72) 
Коэффициенты а1, а2, …, аn стараются подобрать так, чтобы невязка была 

минимальной. Способ определения этих коэффициентов и характеризует тот 
или иной приближенный метод. 
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В методе коллокаций выбирается n – точек х = хί(i = 1, 2, …, n, xί ∈ [a, b]), 
называемых точками коллокации, невязка (72) в которых приравнивается нулю. 
Получается система n – линейных алгебраических уравнений относительно а1, 
а2, …, аn, решая которую можно найти эти коэффициенты и подставить их в 
(71). 

Метод наименьших квадратов основан на минимизации суммы квадра-
тов невязок в заданной системе точек х1, х2, … , хn. Из этих условий также по-
лучается система линейных алгебраических уравнений относительно а1, а2,… , 
аn. 

В основе метода Галёркина лежит требование ортогональности базисных 
функций φ0(x), φ1(x), …, φn(x) к невязке ψ(x, a1, …, an) , которое выражается в 
виде: 

∫
β

α
ψ(x, a1, …, an)ψί(x) = 0,  ί = 1, 2, …, n . 

Из этих условий также получается система линейных алгебраических урав-
нений относительно коэффициентов линейного соотношения (71). 

Численные методы позволяют свести решение краевой задачи к последо-
вательности решений задач Коши и непосредственно применению конечно-
разностных методов. К ним относятся метод стрельбы, метод конечных разно-
стей и т. п. 

Рассмотрим краевую задачу для уравнения 2 порядка, разрешенного отно-
сительно 2 производной: 

Y'' = f(х, Y, Y').       (73) 
Найдем решение y = y(х) этого уравнения на отрезке [0, 1].  
Граничные условия возьмем из (69): 

Y(0) = у0; Y(1) = у1.       (74) 
Сущность метода стрельбы заключается в сведении решения краевой за-

дачи (73), (74) к решению задач Коши для того же уравнения (73) с начальными 
условиями: 

Y(0) = у0; Y'(0) = k = tgα.     (75) 
Поясним идею метода стрельбы геометрически (рис. 6.8). 
Здесь у0 – точка на оси ординат, в которой помещается начало искомой ин-

тегральной кривой; α – угол наклона касательной к интегральной кривой в этой 
точке. 

Считая решение задачи Коши Y = Y(х, α) зависящим от параметра α, будем 
искать такую интегральную кривую Y = Y(х, α*), которая выходит из точки  
(0, у0) и попадает в точку (1, у1). 

Таким образом, если α = α*, то решение Y(х, α) задачи Коши совпадает с 
решением Y(х) краевой задачи. 
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Рис. 6.8. Геометрическая интерпретация метода стрельбы 

 
При х = 1, учитывая второе граничное условие (74), получим Y(1, α ) = у1 

или 
Y(1, α) – у1 = 0.     (76) 

Следовательно, получим уравнение вида F(α) = 0, где F(α) = Y(1, α) – у1. 
Это уравнение отличается от привычной записи тем, что функцию F(α) 

нельзя представить в виде некоторого аналитического выражения, т. к. она яв-
ляется  решением задачи Коши (73), (75). 

Для решения этого уравнения может быть использован любой из методов 
решения нелинейных уравнений, например, метод деления отрезка пополам. 

Найдем начальный отрезок [α0, α1], содержащий значение α*, на концах ко-
торого функция F(α) принимает значения разных знаков. Для этого решение за-
дачи Коши Y(1, α0) должно при х = 1 находится ниже точки у1, а Y(1, α1) – вы-
ше. 

Далее, полагая α2 = (α0 + α1) / 2, снова решаем задачу Коши при α = α2 и в 
соответствии с методом деления отрезка пополам отбрасываем один из отрез-
ков: [α0, α2] или [α2, α1], на котором функция F(α) не меняет знак и т. д. 

Процесс поиска решения прекращается, если разность двух последова-
тельно найденных значений α меньше некоторого заданного малого числа, т. е. 
αί+1 – αί ≤ ε. 

В этом случае последнее решение задачи Коши и будет искомым решени-
ем краевой задачи. 

Данный алгоритм называется «методом стрельбы» потому, что в нем как 
бы проводится «пристрелка» по углу наклона интегральной кривой в начальной 
точке. 

Одним из самых надежных алгоритмов метода стрельбы является метод 
Ньютона. Он состоит в следующем. 

α α* 

0 X  

Y  

1 

Y(x,α) 

Y(x,α*) 
ε 

y1 

y0 
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Пусть α0 – начальное приближение α, а α* = α0 + ∆α  – искомое значение α. 
Решая задачу Коши при α = α0 находим Y(х, α0). Тогда запишем разложение в 
ряд с сохранением только линейных по  ∆α  членов: 

Y(1, α0 + ∆α) ≈ Y(1, α0) + 
α∂

∂Y
∆α. 

Полагая Y(1, α0 + ∆α) = Y(1, α* = y1), находим 

∆α =
α∂α∂

 α
)/Y(1,

 )Y(1,-y

0

01 .      (77) 

Производную в знаменателе этого выражения можно найти численно: 

δα
αδα+α≈

α∂
α∂ )Y(1,-)Y(1,)Y(1, 000 .   (78) 

Здесь δα – произвольное малое возмущение α. 
Для вычисления правой части (78) нужно решить задачу Коши при α = α0+ 

+ δα, в результате чего найдем значение Y(1, α0 + δα). Вычисляя затем по фор-
муле (77) поправку ∆α, находим следующее приближение параметра α: α1 = α0 + 
+ ∆α и т. д. 

Этот итерационный процесс продолжается до тех пор, пока очередное зна-
чение поправки ∆α по абсолютной величине не станет меньше заданного мало-
го числа ε. 

В блок-схему на рис. 6.9 решение задачи Коши входит отдельным модулем 
с входным параметры α. На выходе из модуля получается решение Y(х, α) в ви-
де значений  

уί(ί = 0, 1, …, n) в точках х = 0, h, …, 1, где n = 1/h. 
 

 
Рис. 6.9. Алгоритм метода стрельбы 

Начало 

Ввод y0,y1,α0,h0,δα,ε 

Вычисление ∆α  

Вывод {x ί,yί}  

|∆α| <ε 

да 

нет α= α0+∆α 

Конец 

Решение задачи Ко-
ши при α= α0 

Решение задачи Ко-
ши при α= α0+ δα 



 111

Метод стрельбы может быть использован как при решении краевых задач 
для уравнений высших порядков, так и для систем уравнений. 

Использование методов конечных разностей позволяет свести решение 
краевой задачи для дифференциального уравнения к решению системы алгеб-
раических уравнений относительно значений искомой функции на заданном 
множестве точек. 

Это достигается путем замены производных, входящих в дифференциаль-
ное уравнение, их конечно-разностными аппроксимациями. 

Решим этим методом дифференциальное уравнение 2 порядка (73) при за-
данных граничных условиях (74). 

Разобьем отрезок [0, 1] на n – равных частей точками хί = ίh (ί = 0, 1, …, n). 
Решение краевой задачи (73), (74) сведем к вычислению значений сеточ-

ной функции уί в узловых точках хί. 
Для этого запишем уравнение (73) для внутренних узлов: 

Y''(хί) = f(хί,Y(хί), Y'(хί)),  ί = 1, 2, …, n – 1.   (79) 
Заменим производные, входящие в эти соотношения, их конечно-

разностными аппроксимациями: 

Y''(хί) = 
2h

y-y 1-i1i+ ; Y''(хί) = 
2

1-ii1i

h

y2y-y ++ .   (80) 

Подставляя эти выражения в (79), получим систему разностных уравнений: 
F(хί, yί-1, yί, yί+1) = 0;    ί = 1, 2, … , n – 1,   (81) 

являющуюся системой (n – 1) алгебраических уравнений относительно значе-
ний сеточной функцией у1, у2, … , уn-1. 

Входящие в данную систему y0 (при ί = 1) и yn (при  ί = n – 1) берут из гра-
ничных условий, если они заданы непосредственно. 

На практике часто граничные условия задаются в более общем виде: 
а1Y(0) + в1Y'(0) = C1;                                              (82) 
а2Y(1) + в2Y'(1) = C2.            

В этом случае граничные условия также должны представляться в разно-
стном виде путем аппроксимации производных Y'(0) и  Y'(1) с помощью конеч-
но-разностных соотношений. 

Для односторонних разностей: 

a1y0 + b1
h

yy 01 −
 = C1; 

a2yn + b2
h

yy 1-nn −
 = C2.                                            (83) 

Отсюда легко найти у0 и уn. 
Однако, предпочтительнее аппроксимировать производные, входящие в 

(82), со вторым порядком точности с помощью центральных разностей: 
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Y'(0) = 
2h

yy 1-1 − ;  Y'(1) = 
2h

yy 1-n1n −+ .    (84) 

В эти выражения входят значения сеточной функции у-1 и уn+1 в так назы-
ваемых фиктивных узлах х–1 = –h и хn+1 = 1+h, лежащих вне рассматриваемого 
отрезка. В этих узлах искомая функция должна быть определена. Количество не-
известных значений сеточной функции при этом увеличивается на два. Для за-
мыкания системы привлекают еще два разностных уравнения (81) – при  ί= 0, n. 

Таким образом, решение краевой задачи для дифференциального уравне-
ния сведено к решению системы алгебраических уравнений вида (81). Эта сис-
тема может быть линейной или нелинейной в зависимости от того, линейно или 
нелинейно дифференциальное уравнение (81). 

Пример 20. Решить краевую задачу для линейного дифференциального 
уравнения 2 порядка 

Y''(х) – ρ(х)Y(х) = f(х);     (85) 
         ρ(х) > 0,  0 ≤ х ≤ 1. 

Граничные условия 
Y(0) = А; Y(1) = В.      (86) 

Разобьем отрезок [0, 1] на части постоянным шагом h с помощью узлов  
хί = ίh(ί = 0, 1, …, n). 

Аппроксимируем вторую производную Y'' конечно-разностным соотноше-
нием (80). При этом значения искомой функции в узлах Y(хί) заменяем соответ-
ственно значениями сеточной функции уi. Записывая уравнение (85) в каждом 
узле с использованием указанных аппроксимаций, получим: 

2
1ii1i

h

yy2y −+ +−  – ρ(xί)yί = f(x). 

Обозначим через ρί, fί соответственно значения ρ(xί), f(хί). После неслож-
ных преобразований приведем последнее равенство к виду: 

yί-1 – (2 + h2ρi)yί + yί+1 = h2f i, ί = 1, 2, .., n – 1.   (87) 
Получилась система (n – 1) линейных уравнений, число которых совпадает 

с числом неизвестных значений сеточной функции у1, у2, … , уn-1 в узлах. 
Ее значения на концах отрезка определены граничными условиями (86): 

y0 = А;   yn = В.     (88) 
Решая систему уравнений (87) с учетом условий (88), находим значения 

сеточной функции, которые и будут приближенно равны значениям искомой 
функции.  
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7. МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ В ЗАДАЧАХ 
МАШИНОСТРОЕНИЯ 

 
 

7.1. Основные понятия 
 
Оптимизация – это процесс выбора наилучшего варианта из всех возмож-

ных. 
В процессе решения задачи оптимизации обычно необходимо найти опти-

мальные значения некоторых параметров, определяющих данную задачу. При 
решении инженерных задач их принято называть проектными параметрами, а 
в экономических задачах их называют параметрами плана. В качестве про-
ектных параметров могут быть линейные размеры, скорость, масса, температу-
ра детали или изделия и т. п. 

Число n проектных параметров х1, х2, …, хn характеризует размерность (и 
степень сложности) задачи оптимизации. 

Выбор оптимального решения или сравнение двух и более альтернативных 
решений проводится с помощью некоторой зависимой величины (функции), 
определяемой проектными параметрами. Эта величина называется целевой 
функцией (или критерием качества). 

В процессе решения задачи оптимизации должны быть найдены такие зна-
чения проектных параметров, при которых  целевая функция имеет минимум 
(или максимум).  

В общем виде целевую функцию можно записать так:  
u = f(х1, х2, …, хn).      (89) 

Примеры целевой функции – максимальная прочность или минимальная 
масса конструкции, максимальная мощность двигателя, минимальная себе-
стоимость продукции, максимальная прибыль и т. п. 

При n = 1 функция (89) является целевой функцией одной переменной, а ее 
график – некоторая кривая на плоскости. 

При n = 2 зависимость (89) будет функцией 2-х переменных, и ее графиком 
является поверхность. 

Целевая функция не всегда может быть представлена в виде формулы. 
Иногда она может принимать только некоторые дискретные значения, зада-
ваться в виде таблицы. 

Целевых функций может быть несколько (например, у изделия должны 
быть минимальный вес, максимальная прочность и минимальная себестои-
мость). При этом некоторые из этих функций могут оказаться несовместимыми, 
тогда вводят приоритет той или иной целевой функции. 
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Задачи оптимизации бывают безусловные и условные. 
Безусловная задача оптимизации состоит в отыскании максимума или 

минимума действительной функции (89) от n действительных переменных и 
определении соответствующих значений аргументов на некотором множестве σ  
n-мерного пространства. 

Условные задачи оптимизации (задачи с ограничениями) – это такие 
задачи, при формулировке которых задаются некоторые условия (ограничения) 
на множестве σ в виде совокупности некоторых функций, удовлетворяющих 
уравнениям или неравенствам. 

В результате ограничений область проектирования σ, определяемая всеми 
n проектными параметрами, может быть существенно уменьшена в соответст-
вии с физической сущностью задачи. 

Ограничения-равенства выражают зависимость между проектными пара-
метрами, которая должна учитываться при нахождении решения. Эти ограни-
чения отражают законы природы, наличие ресурсов и т. д. 

Число m ограничений-равенств может быть произвольным: 
g1(х1, х2, …, хn) = 0; 
g2(х1, х2, …, хn) = 0;             (90) 
………………………; 
gm(х1, х2, …, хn) = 0. 

В ряде случаев из этих соотношений можно выразить одни проектные па-
раметры через другие. Это позволяет исключить некоторые параметры из про-
цесса оптимизации и уменьшить размерность задачи, то есть облегчить ее ре-
шение. 

Аналогично вводятся ограничения-неравенства: 
α1 ≤ γ1(х1, х2, …, хn) ≤ b1; 
 α2 ≤ γ2(х1, х2, …, хn) ≤ b2;           (91) 
……………………… ; 
αk ≤ γk(х1, х2, …, хn) ≤ bk. 

Если есть ограничения, то оптимальное решение может соответствовать 
либо локальному экстремуму (max или min) внутри области проектирования, 
либо значению целевой функции на границе области. 

Если ограничения отсутствуют, то ищется оптимальное решение на всей 
области проектирования, то есть глобальный экстремум. 

Пример 21. Спроектировать прямоугольный контейнер объемом V = 1 м3, 
при этом на его изготовление должно уйти как можно меньше материала. 

При постоянной толщине стенок последнее условие означает, что площадь 
полной поверхности контейнера S должна быть минимальной. Если обозначить 
через х1, х2 и х3 длины ребер контейнера, то задача сведется к минимизации 
функции 
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S = 2(х1х2 + х2x3 + х1х3).     (92) 
Функция (92) является целевой, а условие V = 1 м3 – ограничением-

равенством, позволяющим исключить один проектный параметр: 
V = х1х2 х3 = 1; 

21
3

хх

1
х =  ;               (93) 









++=

21
21 x

1
x
1

xx2S . 

Таким образом, задача свелась к минимизации двух переменных. В резуль-
тате решения вначале находят х1 и х2, а затем х3. 

Данная задача – это задача безусловной оптимизации, так как ограничение-
равенство было использовано для исключения параметра х3. Если же задачу ус-
ложнить и потребовать, чтобы контейнер имел длину не менее 2 м, то добавля-
ется ограничение-равенство 

х1 ≥ 2,      (94) 
и задача оптимизации становится условной: минимизируя функцию (93) и учиты-
вая (94), найти оптимальные значения проектных параметров х1, х2 (х1 ≥ 0, х2 ≥ 0). 

 
 

7.2. Одномерная оптимизация 
 
Одномерная задача оптимизации в общем случае формулируется так: 
Найти наименьшее (или наибольшее) значение целевой функции у = f(x), 

заданной на множестве σ и определить значение проектного параметра х ∈σ, 
при котором целевая функция принимает экстремальное значение.  

Существование решения этой задачи вытекает из следующей теоремы. 
Теорема Вейерштрасса: Всякая функция f(x), непрерывная на отрезке  

[а, b], принимает на этом отрезке наименьшие и наибольшие значения, то есть 
на отрезке [а, b] существуют такие точки х1 и х2, что для любого х ∈ [а, b] име-
ет место неравенство 

f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2). 
Эта теорема не доказывает единственности решения. Не исключена воз-

можность, когда равные экстремальные значения достигаются сразу в несколь-
ких точках данного отрезка. 

Для различных классов целевых функций существуют разные методы оп-
тимизации – методы экстремумов и поиска. 
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7.2.1. Метод экстремумов 
 
Наиболее просто найти оптимум, если целевая функция задана в виде  

у = f(x), при этом она дифференцируема на отрезке [а, b], то есть может быть 
найдено явное выражение для ее производной f′ (x). Нахождение экстремумов 
таких функций рассматривается в курсе высшей математики. 

Напомним суть нахождения экстремумов. 
Функция f(x) может достигать своего наибольшего и наименьшего значе-

ний либо в граничных точках отрезка [а, b], либо в точках минимума и макси-
мума. Последние точки обязательно должны быть критическими, то есть про-
изводная f′(x) в этих точках обращается в нуль, – это необходимое условие 
экстремума. 

Следовательно, для определения наименьшего или наибольшего значений 
f(x) на отрезке [а, b] нужно вычислить ее значения во всех критических точках 
данного отрезка и в его граничных точках и сравнить полученные значения: 
наибольшее или наименьшее из них и будет искомым значением. 

Пример 22. Найти наименьшее и наибольшее значения целевой функции 

( ) 2
3

x
3

x
xf −=  на отрезке [1, 3]. 

f′(x) = х2 – 2х. Приравняем нулю f′(x) и найдем критические точки: 
х

2 – 2х = 0;  х1 = 0;  х2 = 2. 
Так как х1 = 0 лежит вне отрезка [1, 3], то для анализа оставляем 3 точки:  

а = 1, х2 = 2 и b = 3. 
Вычислим значения функции в этих точках: 

f(1) = – 2/3;   f(2) = – 4/3;  f(3) =  0. 
Наименьшего значения f(x) достигает в точке х2 = 2, а наибольшего – в 

точке b = 3, то есть: 
fmin = f(2) = – 4/3;  fmax = f(3) = 0. 

Если решение уравнения f′(x) = 0 затруднено, то для этого используют 
численные методы решения нелинейных уравнений. 

 
7.2.2. Методы поиска 
 
В том случае, когда целевая функция задана в табличном виде или может 

быть вычислена при некоторых дискретных значениях аргумента, используют 
различные методы поиска. Они основаны на вычислении целевой функции в 
отдельных точках и выборе среди них наибольших или наименьших значений. 

Рассмотрим нахождение минимума функции f(x) на отрезке [а, b]. Пусть 
эта целевая функция – унимодальна, то есть на данном отрезке имеет только 
один минимум. 
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Процесс решения задачи методом поиска состоит в последовательном су-
жении (уменьшении) интервала изменения проектного параметра, называемого 
интервалом неопределенности. В начале его длина равна [b – а], а к концу она 
должна стать меньше заданного допустимого значения ε, то есть оптимальное 
значение проектного параметра, при котором целевая функция минимальна, 
должно находиться в интервале неопределенности – отрезке [хn, хn+1], причем 
хn+1 – хn < ε. 

Наиболее распространенными методами поиска экстремумов целевой 
функции являются: 

1. метод перебора; 
2. метод перебора с уточнением; 
3. метод золотого сечения. 
 

Метод перебора 
 
Этот метод позволяет уменьшить интервал неопределенности путем деле-

ния его на некоторое число равных частей с последующим вычислением значе-
ний целевой функции в точках разбиения (рис. 7.1). 

 
 

Пусть n – число элементарных отрезков, h = 
( )

n

ab−
 – шаг разбиения. Вы-

числим целевую функцию уk = fk(x) в узлах хk = а + kn (k = 0, 1, …, n). Сравни-
вая полученные значения f(xk), найдем среди них наименьшее уi = f(xi).  

Число mn = yi можно приближенно принять за наименьшее значение целе-
вой функции f(x) на отрезке [а, b]: 

mmlim n
n

=
∞→

. 

С увеличением числа точек погрешность в определении минимума стремит-
ся к нулю. Недостатком этого метода являются трудность в выборе рациональ-
ного количества n и оценке погрешности, а также большой объем вычислений. 

Рис. 7.1. Геометрическая интерпретация метода перебора 

y 

x a x1 xi-1 xi xi+1 xn-1 b 

f(a) 

f(x1) 
 f(xi -1) 

f(xi) 

f(xi+1) 
 

f(xn-1) 
f(b) 
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Пример 23. Составить программу для нахождения экстремумов целевой 
функции y = x2 на отрезке [a; b] методом перебора. 

Алгоритм программы представлен на рис. 7.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7.2. Алгоритм программы поиска экстремумов целевой функции методом перебора 
 

Program Perebor; 
uses crt; 
var a,b,x,xmin,xmax,y,ymin,ymax,h: real; 
                 i,n: integer; 
begin 
clrscr; 
write(‘Введите A:’); 
readln(a); 
write(‘Введите B:’); 
readln(b); 
write(‘Введите N:’); 

Ввод a,b,n 

 h=(b-a)/n 

 ymax=-10000; ymin=10000; x=a 

x<=b 

y=x2 

Вывод x,y 

y<ymin 

 ymin=y 
 xmin=x y>ymax 

 ymax=y 
 xmax=x 

x=x+h 
Вывод 
xmin, ymin, 
xmax, ymax 

нет да 

да нет 

Начало 

Конец 

нет 

да 
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readln(n); 
h:=(b-a)/n; 
ymax:=-100000; 
ymin:=100000; 
x:=a; 
while (x<=b) do 
   begin 
y:=sqr(x); 
writeln(‘ X=’, x:4:2,’ Y=’, y:4:2); 
if (y<ymin) then begin 
                            ymin:=y; 
                            xmin:=x; 
                               end; 
if (y>ymax) then begin 
                            ymax:=y; 
                            xmax:=x; 
                               end; 
x:=x+h 
   end; 
writeln; 
writeln (‘Pri X=’,xmin:4:2,’ Ymin=’,ymin:4:2); 
writeln (‘Pri X=’,xmax:4:2,’ Ymax=’,ymax:4:2); 
readkey 
end. 

 
Метод перебора с уточнением 

 
Метод перебора с уточнением позволяет более экономично уточнять оп-

тимальный параметр, используя свойства унимодальности целевой функции, 
позволяющей сузить интервал неопределенности (рис. 7.3). 

Пусть среди всех значений унимодальной функции у = f(x), вычисленных в 
узлах хk (k = 0, 1, …, n), наименьшим оказалось yi. Это значит, что оптимальное 
значение проектного параметра находится на отрезке [хi – 1, х i + 1], то есть интер-
вал неопределенности сузился до длины двух шагов. Если размер интервала не-
достаточен для удовлетворения заданной погрешности, то есть [хi – 1, х i + 1] > ε, 
то его снова можно уменьшить путем нового разбиения, и так далее до дости-
жения заданного размера интервала неопределенности. 

Например, пусть начальная длина интервала неопределенности b – a = 1. 
Нужно добиться его уменьшения в 100 раз. Это можно сделать, разбив интер-
вал на 200 частей, вычислив значения целевой функции f(xk) (k = 0, 1, …, 200) и 
выбрав минимум f(xi) в искомом интервале [хi – 1, х i + 1] = 0,01. 
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Рис. 7.3. Геометрическая интерпретация метода перебора с уточнением 

 
Однако можно поступить иначе. Сначала разобьем отрезок [a, b] на 20 час-

тей и найдем интервал неопределенности длиной 0,1, при этом вычислим зна-
чения целевой функции в точках xk = а + 0,05 k (k = 0, 1, …, 20). Теперь отрезок 
[хi – 1, х i + 1] снова разобьем на 20 частей; получим искомый интервал длиной 
0,01, причем значения целевой функции вычисляем в точках xk = хi – 1 + 0,005 k 
(k = 1, 2, …, 19) (в точках хi – 1 и хi + 1  значения функции f(x) уже найдены). Та-
ким образом, во втором случае в процессе оптимизации произведено 40 вычис-
лений, а в первом случае – 201, то есть способ разбиения позволяет получить 
существенную экономию вычислений. 

Пример 24. Составить программу для расчета минимума целевой функции 
y=x2 на отрезке [a; b] методом перебора с уточнением. 

Алгоритм программы представлен на рис. 7.4. 
Program Perebor_s_utochneniem; 
uses crt; 
var a0,b0,a,b,x,xmin,y0,y,y0min,ymin,h0,h,e:real; 
                 i,n0,n,m: integer; 
                 hm:array [1..50] of real; 
begin 
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clrscr; 
 
write(‘Введите A0:’); 
readln(a0); 
write(‘Введите B0:’); 
readln(b0); 
write(‘Введите N0:’); 
readln(n0); 
h0:=(b0-a0)/n0; 
write(‘Введите E:’); 
readln(e); 
y0min:=100000; 
x:=a0; 
       while (x<=b0) do 
          begin 
              y:=sqr(x); 
              writeln(‘Pri X=’, x:4:2,’ Y=’, y:4:2); 
                   if (y<y0min) then begin 
                            y0min:=y; 
                            xmin:=x; 
                               end; 
           x:=x+h0 
          end; 
writeln; 
writeln (‘Pri X0=’,xmin:4:2,’ Y0min=’,y0min:4:2); 
writeln; 
ymin:=y0min; 
hm[1]:=h0; 
i:=2; 
   repeat 
    a:=xmin-hm[i-1]; 
    b:=xmin+hm[i-1]; 
    write (‘Введите N:’); 
    readln(n); 
    hm[i]:=(b-a)/n; 
    x:=a; 
        while (x<=b) do 
          begin 
              y:=sqr(x); 
              writeln(‘Pri X=’, x:4:2,’ Y=’, y:4:6); 
                   if (y<ymin) then begin 
                            ymin:=y; 
                            xmin:=x; 
                               end; 
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                x:=x+hm[i] 
                end; 
                writeln; 
        writeln (‘Pri X=’, xmin:4:2,’ Ymin=’,ymin:4:6); 
     i:=i+1; 
    until (b-a<e); 
readkey 
end. 
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Конец 

Рис 7.4. Алгоритм программы для расчета минимума целевой функции методом  
перебора с уточнением 
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Метод золотого сечения 
 

 
Одним из наиболее эффективных методов поиска, в которых при ограни-

ченном количестве вычислений целевой функции f(x) достигается наилучшая 
точность, является метод золотого сечения. 

Сущность его заключается в построении последовательности отрезков [a0, 
b0], [a1, b1], …, стягивающихся к точке минимума функции f(x). На каждом ша-
ге, за исключением первого, вычисление значения функции f(x) проводятся 
лишь один раз, в определенной точке отрезка. Эта точка, называемая золотым 
сечением, выбирается специальным образом (координаты точки были найдены 
в средние века Леонардо да Винчи). 

Поясним сначала идею метода геометрически, а затем выведем необходи-
мые соотношения (рис. 7.5). 

 

 
 

Рис. 7.5. Геометрическая интерпретация метода золотого сечения 
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На первом шаге оптимизации внутри отрезка [a0, b0] выбираем две внут-
ренние точки х1 и х2 и вычисляем значения целевой функции f(x1) и f(x2).  Так 
как в данном случае f(x2) < f(x1), то, очевидно, что минимум расположен на од-
ном из прилегающих к х2 отрезков [b0, х2] или [х1, х2]. Поэтому отрезок [a0, x1] 
можно отбросить, сузив тем самым первоначальный интервал неопределенно-
сти. 

Второй шаг проводим на отрезке [a1, b1], где а1 = x1, b1 = b0. Нужно снова 
выбрать две внутренние точки, но одна из них (х2) осталась из предыдущего 
шага, поэтому достаточно выбрать лишь одну точку х3, вычислить f(x3) и про-
вести сравнение. Поскольку здесь f(x3) < f(x2), ясно, что минимум находится на 
отрезке [a1, x2]. Обозначим этот отрезок как [a1, b2], снова выберем одну внут-
реннюю точку и повторим процедуру сужения интервала неопределенности. 
Процесс оптимизации повторяется до тех пор, пока длина очередного отрезка 
[an, bn] не станет меньше заданной величины ε. 

Теперь рассмотрим способ размещения внутренних точек на каждом от-

резке [ak, bk]. Пусть длина интервала неопределенности равна l, а точка деления 

делит его на части l1 и l2: l1 > l2, l = l1 + l2. 
Золотое сечение интервала неопределенности выбирается так, чтобы от-

ношение длины большего отрезка к длине всего интервала равнялось отноше-
нию длины меньшего отрезка к длине большего отрезка: 

1

21

l

l

l

l = .       (95) 

Из этого соотношения можно найти точку деления, определив отношение 

l2 / l1. 
Преобразуем выражение (95) и найдем это значение: 
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Поскольку нас интересует только положительное решение, то 
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Отсюда 

l1 ≈ 0,618l;  l2 ≈ 0,382l. 

Так как заранее неизвестно, в какой последовательности (l1 и l2 или l2 и l1) 
делить интервал неопределенности, то рассматривают внутренние точки, соот-
ветствующие двум этим способам деления. На рисунке 7.5 точки деления вы-
бираются с учетом полученных значений для частей отрезка. В данном случае 
имеем 
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х1 – а0 = b0 – x2 = 0,382d0; 
b0 – x1 = x2 – a0 = 0,618d0; 

d0 = b0 – a0. 
После первого шага оптимизации получается новый интервал неопреде-

ленности – отрезок [a1, b1] (см. рис. 7.5). Можно показать, что точка х3 делит 
этот отрезок в требуемом отношении, при этом 

х3 – а1 = 0,382d1;  d1 = b0 – a1. 
Для этого проведем преобразования: 

b1 – x2 = x3 – x1 = (b0 – a0) – (x1 – a0) – (b0 – x2) = d0 – 0,382d0 – 0,382d0 = 0,236d0; 
d1 = b1 – a1 = 0,618d0; 

x3 – a1 = 0,236(d1 / 0,618) = 0,382d1. 
Вторая точка деления х4 выбирается на таком же расстоянии от левой гра-

ницы отрезка, то есть х4 – а1 = 0,382d1. И снова интервал неопределенности 
уменьшается до размера 

d2 = b2 – a1 = x2 – x1 = 0,618d1 = 0,6182d0. 
Используя полученные соотношения, можно записать координаты точек 

деления у и z отрезка [ak, bk] на (k + 1)-м шаге оптимизации (у < z): 

.b618,0382,0z

;b382,0618,0y

kk1k

kk1k

+α=
+α+

+

+     (96) 

При этом длина интервала неопределенности равна 
dk = bk – ak = 0,618kd0.     (97) 

Процесс оптимизации заканчивается при dk < ε. При этом проектный пара-
метр оптимизации составляет ak < x < bk. Можно в качестве оптимального зна-
чения принять х = аk (или х = bk, или х = (аk + bk) / 2 и т. п.). 

На рисунке 7.6 представлен алгоритм процесса одномерной оптимизации 
целевой функции методом золотого сечения. Здесь y, z – точки деления отрезка 
[a, b], причем y < z. В результате выполнения алгоритма выдается оптимальное 
значение проектного параметра х, в качестве которого принимается середина 
последнего интервала неопределенности. 

Пример 25. Составить программу для определения минимума целевой 
функции y=x2 на отрезке [a; b] методом золотого сечения 
Program Gold; 
uses crt; 
label 1,2; 
var a,a0,a1,b,b0,b1,e,y,z,x:real; 
begin 
clrscr; 
writeln(‘Программа поиска минимума функции Y=x^2’); 
writeln(‘Методом золотого сечения’); 
writeln; 
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write(‘Введите A:’); 
readln(a); 
a0:=a; 
write(‘Введите B:’); 
readln(b); 
b0:=b; 
write(‘Введите E:’); 
readln(e); 
y:=0.618*a+0.382*b; 
z:=0.382*a+0.618*b; 
a1:=sqr(y); 
b1:=sqr(z); 
2:if (a1<b1) then begin 
              b:=z; 
              if(b-a)<e then goto 1 
                          else begin 
                             z:=y; 
                             b1:=a1; 
                             y:=0.618*a+0.382*b; 
                             a1:=sqr(y); 
                             goto 2 
                             end 
              end 
        else begin 
               a:=y; 
               if(b-a)<e then goto 1 
                          else begin 
                             y:=z; 
                             a1:=b1; 
                             z:=0.382*a+0.618*b; 
                             b1:=sqr(x); 
                             goto 2 
                             end 
               end; 
1:x:=(a+b)/2; 
write(‘Pri X=’,x:2:2,’ Ymin=’,sqr(x):2:2); 
writeln(‘ на отрезке [‘,a0:2:0,’;’,b0:2:0,’]’); 
readkey 
end. 
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Рис. 7.6. Алгоритм метода золотого сечения 
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7.3. Многомерные задачи оптимизации 
 

7.3.1. Задачи безусловной оптимизации 
 
В рассмотренных ранее одномерных задачах оптимизации целевая функ-

ция зависела лишь от одного аргумента. Однако в большинстве реальных задач 
оптимизации, представляющих практический интерес, целевая функция зависит 
от многих проектных параметров. Например, на расход топлива автомобилем 
влияют объем двигателя, масса автомобиля, его лобовое сопротивление и т. п. 

 
Метод экстремумов 

 
Минимум дифференцируемой функции многих переменных u = f(x1, x2, …, 

xn) можно найти, исследуя ее значения в критических точках, которые опреде-
ляются из решения системы дифференциальных уравнений 
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Например, в разделе 7.1 рассматривалась задача об определении мини-
мальных размеров контейнера объемом 1 м3. Задача свелась к минимизации его 
полной поверхности, являющейся целевой функцией 
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В соответствии с (98) получаем систему 
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Отсюда х1 = х2 = 1 м, х3 = 1/х1х2 = 1 м. То есть оптимальная форма контей-
нера – куб с ребрами длиной 1 м. 

Данный метод можно использовать только для дифференцируемой целе-
вой функции. Но и в этом случае могут возникнуть проблемы при решении сис-
темы нелинейных уравнений (98). 

 
Метод поиска 

 
Во многих случаях целевая функция не описана никакой функцией. Име-

ется лишь возможность определения ее значений в произвольных точках рас-
сматриваемой области с помощью вычислительного алгоритма или путем из-
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мерений. Задача состоит в приближенном определении наименьшего значения 
функции во всей области при известных ее значениях в определенных точках. 

Для решения подобной задачи в области проектирования G, в которых 
имеется минимум целевой функции u = f(x1, x2, …, xn), можно ввести дискрет-
ное множество точек (узлов) путем разбиения интервалов изменения парамет-
ров x1, x2, …, xn на части с шагами h1, h2, …, hn. В полученных узлах можно вы-
числить значения целевой функции и среди этих значений найти наименьшее. 

Такой метод общего поиска со сплошным перебором для решения мно-
гомерных задач оптимизации не годится из-за большого объема вычисления. 
Здесь необходимы специальные численные методы, основанные на целена-
правленном поиске.  

Одним из таких методов является метод покоординатного спуска. 
Пусть требуется найти наименьшее значение целевой функции u = f(x1, x2, 

…, xn). В качестве начального приближения выберем в n-мерном пространстве 

некоторую точку М0 с координатами )0(
n

)0(
2

)0(
1 х...,,х,х . Зафиксируем все коор-

динаты функции u, кроме первой. Тогда ( ))0(
n

)0(
21 х...,,х,хfu =  – функция одной 

переменной х1. Решая одномерную задачу оптимизации для этой функции, мы 

от точки М0 переходим к точке М1( ))0(
n

)0(
2

)1(
1 х...,,х,х , в которой функция u при-

нимает наименьшее значение по координате х1 при фиксированных остальных 
координатах. В этом состоит первый шаг процесса оптимизации, заключаю-
щийся в спуске по координате х1. 

Зафиксируем теперь все координаты, кроме х2, и рассмотрим функцию 

этой переменной ( ))0(
n

)0(
32

)1(
1 х...,,х,х,хfu = . Снова решая одномерную задачу 

оптимизации, находим ее наименьшее значение при х2 = )1(
2х , то есть в точке 
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Аналогично проводится спуск по координатам х3, х4, …, xn, а затем проце-
дура снова повторяется от х1 до xn и т. д. 

В результате этого процесса получается последовательность точек М0,  
М1, …, в которых значения целевой функции составляют монотонно убываю-
щую последовательность f(M0) ≥ f(M1) ≥ … . На любом шаге k этот процесс 
можно прервать и принять значение f(Mk) в качестве наименьшего значения це-
левой функции в рассматриваемой области. 

Таким образом, метод покоординатного спуска сводит задачу о нахожде-
нии наименьшего значения функции многих переменных к многократному ре-
шению одномерных задач оптимизации по каждому параметру. 

Для функции двух переменных z = f(x, y), описывающей некоторую по-
верхность в трехмерном пространстве, геометрическая интерпретация этого ме-
тода такова (рис. 7.7). Нанесем на плоскости (у0х) уровни этой поверхности. 
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Процесс оптимизации в этом случае проходит так. Точка М0(х0, у0) описывает 
начальное приближение. Проводя спуск по х, попадем в точку М1(х1, у0). Далее, 
двигаясь параллельно оси ординат, придем в точку М2(х1, у1) и т. д. 

 
 
 

При этом важно, чтобы процесс оптимизации сходился, то есть сходилась 
последовательность значений целевой функции f(M0), f(M1), … к наименьшему 
ее значению в данной области. 

Для функции двух переменных очевидно, что метод не примерим в случае 
наличия изломов в линиях уровня. Это соответствует «оврагу» на поверхности. 
Здесь возможен случай, когда спуск по одной координате приводит на «дно» 
оврага. Тогда любое движение вдоль другой координаты ведет к возрастанию 
функции, соответствующему подъему на «берег» оврага. 

Для гладких функций при удачно выбранном начальном приближении (в 
некоторой окрестности минимума) процесс сходится к минимуму. 

К достоинствам метода покоординатного спуска относится также возмож-
ность использования простых алгоритмов одномерной оптимизации. 

Пример 26. Составить программу для расчета минимума целевой функции 
z = x2 + y2 методом покоординатного спуска. 

Алгоритм программы представлен на рис. 7.8. 
Program Koordinatny_spusk; 
uses crt; 
var a,z,x,x0,x1,xk,y,y0,y1,yk,zmin,h:real; 
                   i,n:integer; 
begin 
clrscr; 
write(‘Ввод X0:’); 
readln(x0); 
write(‘Ввод Xk:’); 

Рис. 7.7. Геометрическая интепретация метода покоординатного спуска  
для целевой функции z = f(x, y) 
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readln(xk); 
write(‘Ввод Y0:’); 
readln(y0); 
write(‘Ввод Yk:’); 
readln(yk); 
write(‘Ввод H:’); 
readln(h); 
zmin:=100000; 
x:=x0; y:=y0; 
while (x<=xk) do 
   begin 
z:=sqr(x)+sqr(y); 
if(z<zmin) then begin 
                   x1:=x; 
                 zmin:=z; 
                 end; 
x:=x+h 
  end; 
while (y<=yk) do 
  begin 
z:=sqr(x1)+sqr(y); 
if(z<zmin) then begin 
                   y1:=y; 
                 zmin:=z; 
                 end; 
y:=y+h 
  end; 
writeln; 
writeln(‘Pri X=’,x1:4:2,’ Y=’,y1:4:2,’Zmin=’,zmin:4:2); 
readkey 
end. 
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Рис. 7.8. Алгоритм программы для расчета минимума целевой функции z = x2 + y2 методом 
покоординатного спуска 
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Оптимизировать целевую функцию можно также при помощи метода гра-
диентного спуска. Поясним сущность данного метода физически. 

Некоторые природные явления сходны с решением задач оптимизации. 
Например, стекание воды с берега котлована на дно. Если принять, что его бе-
рега «унимодальны», то есть они гладкие и не содержат локальных углублений 
или выступов, то тогда вода устремится вниз в направлении наибольшей кру-
тизны берега в каждой точке. Выражаясь математически, направление наиско-
рейшего спуска соответствует направлению наибольшего убывания функции. 

Из курса высшей математики известно, что направление наибольшего воз-
растания функции двух переменных u = f(x, y) характеризуется ее градиентом 
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 – единичные векторы (орты) в направлении координатных осей.  

Следовательно, направление, противоположное градиентному, укажет 
путь, ведущий вниз вдоль наиболее крутой линии спуска. 

Идея метода градиентного спуска состоит в следующем. 
Выбираем некоторую начальную точку и вычисляем в ней градиент рас-

сматриваемой функции. Делаем шаг в направлении, обратном градиентному. В 
результате приходим в точку, значение функции в которой обычно меньше 
первоначального. Если это условие не выполнено, то есть значение функции не 
изменилось или даже возросло, то нужно уменьшить шаг.  

В новой точке процедуру повторяем: вычисляем градиент и снова делаем 
шаг в обратном к нему направлении. Процесс продолжается до получения наи-
меньшего значения целевой функции. Момент окончания поиска наступает то-
гда, когда движение из полученной точки с любым шагом приводит к возраста-
нию значения целевой функции. Если в какой-либо точке внутри области  
grad = 0, то минимум целевой функции в ней достигнут. 

В данном методе требуется вычислять на каждом шаге оптимизации гра-
диент целевой функции f(x1, x2, …, xn): 
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При этом формулы для частных производных можно получить в явном ви-
де лишь тогда, когда целевая функция задана аналитически. В противном слу-
чае эти производные могут быть вычислены с помощью численного дифферен-
цирования: 
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В данном методе градиент целевой функции вычисляется в каждой точке 

траектории спуска, увеличивая объем вычислений ( )( )nn1n xfgradnxx
r

δ−=+ . 

Метод наискорейшего спуска, являющийся модификацией градиентного 
спуска, уменьшает количество расчетов. Согласно этому методу, после опреде-
ления в начальной точке направления, противоположного градиенту целевой 
функции, в этом направлении делают не один шаг, а двигаются до тех пор пока 
целевая функция убывает, достигая, таким образом, минимума в некоторой 
точке. В этой точке снова определяют направление спуска (с помощью гради-
ента) и ищут новую точку минимума целевой функции и т. д. Поэтому спуск 
здесь происходит более крупными шагами, и градиент функции вычисляется в 
меньшем числе точек.  

 
7.3.2. Задачи с ограничениями 
 
Решение условных задач оптимизации (задач с ограничениями) более тру-

доемко по сравнению с задачами безусловной оптимизации, так как ограниче-
ния типа равенств или неравенств требуют их учета на каждом шаге оптимиза-
ции. Поэтому их решение стремятся свести к решению последовательности за-
дач безусловной оптимизации.  

На этом основан и метод штрафных функций. 
Сущность метода состоит в следующем. 
Пусть f(x1, x2, …, xn) – целевая функция, для которой нужно найти мини-

мум m в ограниченной области D (x1, x2, …, xn є D). Заменим данную задачу за-
дачей о безусловной оптимизации (минимизации) однопараметрического се-
мейства функций 

( ) ( ) ( ) { }.x...,,x,xx,x
1

xf,xF n21=ϕ
β

+=β   (100) 

При этом дополнительную (штрафную) функцию φ(х) выберем таким 
образом, чтобы при β → 0 решение вспомогательной задачи стремилось к ре-
шению исходной или, по крайней мере, чтобы их минимумы совпадали: min 
F(x, β) → m при β → 0. 

Штрафная функция φ(х) должна учитывать ограничения, которые задаются 
при постановке задачи оптимизации. В частности, если имеются ограничения-
неравенства вида gj (x1, x2, …, xn) ≥ 0 (j = 1, 2, …, J), то в качестве штрафной 
можно взять функцию, которая: 1) равна нулю во всех точках пространства 
проектирования, удовлетворяющих заданным ограничениям-неравенствам; 2) 
стремится к бесконечности в тех точках, в которых эти неравенства не выпол-
няются. Таким образом, при выполнении ограничений-неравенств функции f(x) 
и F(x, β) имеют один и тот же минимум. 
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Если хотя бы одно неравенство не выполнится, то вспомогательная целе-
вая функция F(x, β) получает бесконечно большие добавки, и ее значения дале-
ки от минимума функции f(x). Другими словами при несоблюдении ограниче-
ний-неравенств на целевую функцию налагается «штраф». Отсюда и термин 
«метод штрафных функций». 

Рассмотрим случай, когда в задаче оптимизации заданы ограничения двух 
типов – равенства и неравенства: 

gi (x) = 0, i = 1, 2, …, I;              
hj (x) > 0, j = 1, 2, …, J; х = {x1, x2, …, xn}.      (101) 

В этом случае в качестве вспомогательной целевой функции, для которой 
формируется задача безусловной оптимизации во всем n-мерном пространстве, 
принимают функцию 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]








−+
β

+=β ∑ ∑
= =

I

1i

J

1j
j

2
j

2
i xhsign1xhxg

1
xf,xF , β > 0, (102) 

где sign(x) – «сигнум», т. е. функция от действительных переменных, равная + 1 
для положительных х, принимающая значение нуль при х = 0 и равная – 1 для 
отрицательных х. 

Здесь взята такая штрафная функция, что при выполнении условий (101) 
она обращается в нуль. Если же эти условия нарушены (т. е. gi (x) ≠ 0, hj (x) < 0 
и sign hj(x) = – 1), то штрафная функция положительна. Она увеличивает целе-
вую функцию f(x) тем больше, чем больше нарушаются условия (101). 

При малых значениях β вне области D функции F(x, β) сильно возрастает. 
Поэтому ее минимум может быть либо внутри D, либо снаружи вблизи границ 
этой области. В первом случае минимумы функций F(x, β) и  f(x) совпадают, 
так как дополнительные члены в (102) равны нулю. Если минимум функции 
F(x, β) находится вне D, то минимум целевой функции f(x) лежит на границе D. 
При этом можно построить такую последовательность βk → 0, что соответст-
вующая последовательность минимумов функции F(x, β) будет стремиться к 
минимуму функции f(x). 

Таким образом, задача оптимизации для целевой функции f(x) с ограниче-
ниями (101) свелась к последовательности задач безусловной оптимизации для 
вспомогательной функции (102), решение которых может быть проведено с по-
мощью методов спуска. При этом строится итерационный процесс при β → 0. 

Рассмотрим алгоритм, реализующий метод штрафных функций (рис. 7.9). 
В качестве исходных данных вводятся начальное приближение искомого 

вектора { }*
n

*
2

*
1

* х,...,х,хх = , начальные значения параметра β и ε, характери-

зующие точность расчета. 
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Рис. 7.9. Алгоритм метода штрафных функций 
 

На каждом шаге итерационного процесса определяется оптимальное зна-
чение х* вектора х, при этом в качестве начального приближения принимается 
результат предыдущей итерации. 

Значение параметра β каждый раз уменьшается до тех пор, пока значение 
штрафной функции не станет заданной малой величиной. В этом случае точка 
х

* достаточна близка  к границе области D и с необходимой точностью описы-
вает оптимальные значения проектных параметров. Если точка минимума на-
ходится внутри области D, то искомый результат будет получен сразу после 
первого шага, так как в данном случае φ (х*) = 0. 

Линейное программирование изучает  задачи оптимизации, в которых 
целевая функция является линейной функцией проектных параметров, а огра-
ничения задаются в виде линейных уравнений и неравенств. 

Начало 

Ввод х*, β, ε 

Минимизация функции F(x, β) = f (x) + 
β
1
φ(x) 

Уточнение х* 

Нет 
φ(x*) < ε 

Вывод х*  

Да 

Конец 

Выбор нового  
значения β 
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Стандартная постановка задачи линейного программирования формулиру-
ется следующим образом: 

Найти значения переменных х1, х2, … хn, которые: 
1) удовлетворяют системе линейного уравнения 










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=+++
−−−−−−−−−−−−−−−−−−

=+++
=+++

;bxа...хаха

,bxа...хаха

,bxа...хаха

nnnn22n11n

2nn2222121

1nn1212111

    (103) 

2) являются неотрицательными, т. е 
х1 ≥ 0,   х2 ≥ 0,   …,   хn ≥ 0;     (104) 

3) обеспечивают наименьшее значение линейной целевой функции 
f(x1, x2, …, xn) = c0 + c1x1 + c2x2 + … + cnxn.   (105) 

Всякое решение системы уравнений (103), удовлетворяющее системе не-
равенств (104), называется допустимым решением. Допустимое решение, ко-
торое минимизирует целевую функцию (105), называется оптимальным ре-
шением.  

Задачи линейного программирования можно решать геометрическим ме-
тодом.  

Введем некоторые понятия. 
Областью решения линейного неравенства с двумя переменными  

а0 + а1х1 + а2х2 ≥ 0      (106) 
является полуплоскость. 

Для того, чтобы определить, какая из двух полуплоскостей соответствует 
этому неравенству, нужно  привести его к виду х2 ≥ kx1 + b или х2 ≤ kx1 + b.  
Тогда искомая полуплоскость в первом случае расположена выше прямой  
а0 + а1х1 + а2х2 = 0, во втором – ниже нее.  

Если а2 = 0, то неравенство (106) имеет вид а0 + а1х1 ≥ 0; в этом случае по-
лучим либо х1 ≥ h – правую полуплоскость, либо  х1 ≤ h – левую полуплоскость. 

Областью решений системы неравенств двух переменных является пе-
ресечение конечного числа полуплоскостей, каждая из которых описывается 
отдельным неравенством.  

Это пересечение представляет собой многоугольную область G. Она может 
быть как ограниченной, так и неограниченной и даже пустой (если система не-
равенств противоречива). 

Область решений G обладает важным свойством выпуклости.  
Область G1 называется выпуклой (рис. 7.10, а), если две ее произвольные 

точки можно соединить отрезком А1В1, целиком принадлежащим данной области.  
В невыпуклой области G2 можно выбрать такие две ее точки, что не все 

точки отрезка А2В2 принадлежат области G2 (рис. 7.10, б). 
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                      а)      б) 

Рис. 7.10. Выпуклая (а) и невыпуклая (б) области решений 

 
Опорной прямой называется прямая, которая имеет с областью решений, 

по крайней мере, одну общую точку, при этом вся область расположена по одну 
сторону от этой прямой (прямые 1l  и 2l  на рис. 7.10, а). 

При геометрической интерпретации системы неравенств с тремя пе-
ременными каждое неравенство описывает полупространство, а вся система – 
пересечение полупространств, т. е. многогранник, который также обладает 
свойством выпуклости. Здесь опорная плоскость проходит через вершину, реб-
ро или грань  многогранной области. 

Основываясь на введенных понятиях, рассмотрим геометрический метод 
решения задачи линейного программирования. 

Пусть задана линейная целевая функция f = c0 + c1x1 + c2x2 двух независи-
мых переменных, а также некоторая совместная система линейных неравенств, 
описывающих область решений G.  

Требуется среди допустимых решений (х1, х2) є G найти такое, при кото-
ром линейная целевая функция f принимает наименьшее значение. 

Положим функцию f равной некоторому постоянному значению с: f = c0 + 
+ c1x1 + c2x2 = c. Это значение достигается в точках прямой, удовлетворяющих 
уравнению 

c0 + c1x1 + c2x2 = с.      (107) 
При параллельном переносе этой прямой в положительном направлении 

вектора нормали )c,c(n 21
r

 линейная функция f будет возрастать, а при переносе 

прямой в противоположном направлении – убывать. 
Предположим, что прямая, записанная в виде (107), при параллельном пе-

реносе в положительном направлении вектора n
r
первый раз встретится с обла-

стью допустимых решений G в некоторой ее вершине, при этом значение целе-
вой функции равно с1, и прямая становится опорной. Тогда значение с1 будет 
минимальным, поскольку дальнейшее движение прямой в том же направлении 
приведет к увеличению функции f. 

 

L2 

L1 
A1 

B1 
G1 

A2 

B2 
G2 



 139 

Если нас интересует максимум целевой функции, то параллельный перенос 
прямой (107) осуществляется в направлении, противоположном n

r
, пока она не 

станет опорной. Тогда вершина многоугольника G, через которую проходит 
прямая, будет соответствовать максимуму функции f. При дальнейшем перено-
се прямой целевая функция будет убывать. 

Таким образом, оптимизация линейной целевой функции на многоуголь-
нике допустимых решений происходит в точках пересечения этого многоуголь-
ника с опорными прямыми, соответствующими данной целевой функции. При 
этом пересечение может быть в одной точке (в вершине многоугольника) или в 
бесконечном множестве точек (на ребре многоугольника). 

Рассмотренный геометрический метод решения задач линейного програм-
мирования достаточно прост и нагляден для случая двух или трех переменных. 
Для большего числа переменных его применение становится невозможным из-
за большого объема вычислений, связанных с перебором вершин и вычисле-
ниями в них значений целевой функции.  

Поэтому для эффективного метода решений сложных задач линейного 
программирования с гораздо меньшим числом операций используют симплекс-
метод. 

Симплексом (от лат. «простой») называется выпуклая оболочка m, со-
стоящая из n + 1 точек n-мерного метрического пространства: нольмерный 
симплекс – точка, одномерный – отрезок, двумерный – треугольник, трехмер-
ный – тетраэдр. 

Идея симплекс-метода заключается в следующем (рис. 7.11, а).  

           
    а)     б) 
Рис. 7.11. Геометрическая интерпретация решения задач линейного программирования  

симплекс-методом (а) и методом перебора (б) 
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             1 шаг 
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Примем в качестве начального приближения координаты некоторой вер-
шины многогранника допустимых решений и найдем все ребра, выходящие из 
этой вершины. Двигаемся вдоль того ребра, по которому линейная целевая 
функция убывает. Приходим в новую вершину, находим все выходящие из нее 
ребра, двигаемся по одному из них и т. д. В конце концов мы придем в такую 
вершину, движение из которой вдоль любого ребра приводит к возрастанию 
целевой функции. Следовательно, минимум достигнут, и координаты этой по-
следней вершины принимаются в качестве оптимальных значений рассматри-
ваемых проектных параметров. 

Поскольку f – линейная функция, а многогранник выпуклый, то данный 
вычислительный процесс сходится к решению задачи, причем за конечное чис-
ло шагов k. В данном случае их число имеет порядок n, т. е. значительно мень-
ше количества шагов в методе простого перебора вершин, где k может быть по-
рядка 2n (рис. 7.11, б). 

Пусть нужно найти такие неотрицательные значения проектных парамет-
ров х1, х2, …, хn, которые минимизируют линейную целевую функцию 

f = с0 + с1х1 + с2х2 + … + сnхn     (108) 
при заданных ограничениях в виде системы линейных уравнений 
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     (109) 

Если в качестве ограничений заданы неравенства, то их можно преобразо-
вать в равенства путем введения дополнительных неотрицательных перемен-
ных, называемых балансовыми.  

Например, имея некоторое неравенство bxа...хаха nn2211 ≤+++ , можно 

всегда ввести новую переменную хn+1 > 0, такую, что после ее прибавления к 
левой части данного неравенства получим равенство 

bхxа...хаха 1nnn2211 =++++ + . 

Будем считать, что все уравнения системы (109) линейно независимы, т. е. 
ни одно из них нельзя  получить как линейную комбинацию других. В против-
ном случае линейно зависимые уравнения можно отбросить. И, кроме того, эта 
система совместна, т. е. среди уравнений системы нет противоречивых. 

При этих предположениях число уравнений m меньше числа переменных 
n, поскольку при m = n система (109) имеет единственное значение, что исклю-
чает всякую оптимизацию; при m > n не выполняется сделанные выше предпо-
ложения.  

Выразим первые m переменных х1, х2, …, хm через остальные с помощью 
уравнений (109): 
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   (110) 

Переменные х1, х2, …, хm называются базисными, а вектор {х1, х2, …, хm} – 
базисным; хm+1, хm+2, … , хn – свободные переменные.  

Используя соотношения (110), можно выразить линейную целевую функ-
цию f (108) через свободные перемещенные: 

f = d0 + dm+1 ⋅ xm+1 + … + dnхn.    (111) 
Процесс оптимизации начнем  с некоторого начального (опорного) реше-

ния, например, при нулевых значениях свободных переменных. Тогда получим 
х1 = р1, …, хm = pm, xm+1 = 0, …, xn = 0.   (112) 

При этом целевая функция (111) примет значение f(0) = d0. 
Дальнейшее решение задачи симплекс-методом распадается на ряд этапов, 

заключающихся в том, что от одного решения нужно перейти к другому с та-
ким условием, чтобы целевая функция не возрастала. Это достигается выбором 
нового базиса и значений свободных переменных. 

Выясним, является ли опорное решение (112) оптимальным. Для этого 
проверим, можно ли уменьшить соответствующее этому решению значение це-
левой функции f = d0, при изменение каждой свободной переменной. 

Так как xi ≥ 0, то можно лишь увеличивать их значения. 
Если коэффициенты  dm+1, …, dn  в формуле (111) неотрицательны, то при 

увеличении любой свободной переменной хm+1, …, хn целевая функция не мо-
жет уменьшиться. В этом случае решение (112) окажется оптимальным. 

Пусть теперь среди коэффициентов формулы (111) хотя бы один отрица-
тельный, например dm+1 < 0. Это означает, что при увеличении переменной хm+1 
целевая функция уменьшается по сравнению со значением d0, соответствую-
щим решению (112). Поэтому в качестве нового опорного выбирается решение 
при следующих значениях свободных параметров: 

хm+1 = х )1(
1m+ , хm+2 = 0, …, хn = 0.     (113) 

При этом базисные перемещенные, вычисляемые по (110), равны 

xi = pi + qi, m+1 ⋅ x )1(
1m+ , i = 1, 2, …, m.    (114) 

Если все коэффициенты qi, m+1 неотрицательны, то хm+1 можно увеличи-
вать неограниченно; в этом случае не существует оптимального решения зада-
чи. Но такие случаи на практике не встречаются. 

Обычно среди коэффициентов qi, m+1 имеются отрицательные, что вле-
чет за собой угрозу сделать некоторые базисные перемещенные хi в (114) отри-
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цательными из-за большого значения x )1(
1m+ . Следовательно, переменную хm+1 

можно увеличивать лишь до тех пор, пока базисные переменные остаются не-

отрицательными. Это является условием выбора x )1(
1m+ : 

pi + qi, m+1 ⋅ x )1(
1m+  ≥ 0, i = 1, 2, …, m.    (115) 

Среди всех отрицательных коэффициентов qi, m+1 найдем наибольший по 
модулю. Пусть его значение равно Q, а соответствующее ему значение pi равно 
Р. Тогда из (115) получим максимально возможное значение переменной хm+1 
на данном шаге оптимизации: 

x )1(
1m+  = – Р/Q (Р > 0, Q < 0). 

Новое опорное решение запишем в виде 

.0x...,,0x,
Q
P

x

,q
Q
P

px...,,q
Q
P

px

n2m1m

1m,mmm1m,111

==−=

−=−=

++

++

     (116) 

Новая целевая функция при этих значениях проектных параметров равна 

Q
P

ddf 1m0
)1(

+−= .       (117) 

Полученное значение целевой функции f(1) меньше предыдущего, посколь-
ку в данной формуле второй член правой части больше нуля (dm+1 <0, Q< 0,  
P > 0). На этом заканчивается первый шаг оптимизации. 

Теперь нужно сделать второй шаг, используя аналогичную процедуру. Для 
этого необходимо выбрать новый базис, принимая в качестве базисных пере-
менных параметры х1, …, хm- 1, xm+1. После второго шага мы либо найдем новые 
оптимальные значения переменных и соответствующее им значение целевой 
функции f(2) < f(1), либо покажем, что решение (116) является оптимальным. В 
любом случае после конечного числа шагов мы придем к оптимальному реше-
нию. 

Таким образом, в отличие от метода перебора симплекс-метод дает воз-
можность вести поиск целенаправленно, уменьшая на каждом шаге значение 
целевой функции. 
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